1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden tGbbjegyd négyzetszamban van legaldbb két kilonbozd szdmgjegy.

I. megoldas. A bizonyitandé allitast igy is fogalmazhatjuk: nincs olyan tobbjegyl négyzetszam, amelynek minden
jegye megegyezik.

Megjegyezziik, hogy ha egy szam elé nulladkat irunk, értéke nem valtozik, de ezeket a nulladkat a jegyek szdmanak
megallapitasakor nem vessziik tekintetbe. Pl. 05 nem kétjegyt, hanem egyjegyt szam. Igy a tobb 0-val irt 000...0
szamok teljes négyzetek, de ezeket nem tekintjiik tobbjegytinek.

Ezek utan a kovetkezd alakt szamokrol kell bebizonyitanunk, hogy nem lehet koztiik négyzetszam:

1, 4...4, 7.7,
2...2, 5...5, 8...8,
3...3, 6...6, 9...9,

akarhany — a szélsSkkel megegyez6 — jegyet képzeljiink is a pontok helyére. (Az jakarhany” sz6 itt nullat is jelenthet,
vagyis azt, hogy a pontokat kihagyva a két széls6 szamjegybdl alkotunk szamot.) Koziiliik négyet mindjart kizarhatunk,
mert 2-re, 3-ra, 7-re és 8-ra nem végzddhet négyzetszam. Az egyjegyil szamok négyzetérdl ezt a lehetséges esetek
végignézésével azonnal megallapithatjuk:

0% = 0, 1= 1, 22 = 4, 32 =9, 42 = 16,
52 = 25, 62 = 36, 72 = 49, 82 = 64, 92 — 81.

Tobbjegyi szadmok négyzetére pedig azért igaz ez az allitds, mert csak az utolso jegyiiktol fligg, hogy mi lesz a
négyzetiiknek az utolsd jegye.

Altalanosabban: két szam szorzatanak utolso jegye csak a szamok utolso jegyétdl fiigg. Ezt konnyen belathatjuk,
ha a szorzés szokasos elvégzési médjara gondolunk, példaul
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Az utolso jeggyel végzett szorzés részletszorzatanak utolsé jegyéhez mar nem adunk semmit, ez lesz a szorzat utolso
jegye.

Az egyjegyl szamok négyzetét megfigyelve még egy megéllapitast tehetiink: a paratlan egyjegyd szamok négyzeté-
nek tizese paros (a fenti felsorolasban: 0, 0, 2, 4, 8). Szampéldak azt mutatjak, hogy ez érvényes tobbjegyi szamokra
is. Ha ez mindig igy van, akkor a csupa 1, 5, 9-bdl 4ll6 szdmok sem lehetnek négyzetszamok, hiszen utolsé el6tti jegyiik
paratlan.

Bebizonyitjuk, hogy minden tdbbjegyi paratlan szam négyzetének utolsd elStti jegye péaros. Ezt belathatjuk a
négyzetreemelés barmelyik szokasos eljarasa alapjan, vagy algebrailag a kovetkez6 moédon. Jeloljik a szam utolsd
jegyét a-val, az utolsd jegy elhagyasaval visszamarado szamot 10 A-val. Ekkor

(104 + a)® = 10042 + 20Aa + a2,

és itt az els6 tag nem befolydsolja a négyzetszam tizesét, a masodik tag paros jeggyel jarul hozza, és ha a paratlan,
akkor a harmadik tag is paros jeggyel jarul hozza, mint arrél az esetek végignézésével mar az el6bb meggy6zddtiink.

Most mar csak a 4...4 és 6...6 alakt szamokroél kell bebizonyitanunk, hogy nem lehetnek négyzetszamok. Ezek
paros szdmok, tehat mindegyikiik csak paros szdmnak lehetne a négyzete. A 6...6 szam nem lehet négyzetszam, mert
paros szam négyzete 4-gyel is oszthato: (20)2 = 4c?, viszont 6...6 = 6-1...1 paros, de 4-gyel nem oszthato.

Azt is latjuk, hogy paros szam négyzetének a negyedrésze is négyzetszam (02), viszont 4...4=4-1...1, és itt a
mésodik tényezd egy legalabb két 1-esbdl allé szam, az ilyenekr6l pedig mér belattuk, hogy nem lehetnek négyzetsza-
mok.

Minden esetet végignéztiink, s igy bebizonyitottuk, hogy tdbbjegyil négyzetszadm nem &llhat egyezd jegyekbdl,
mindig van benne legalabb két kiilénb6z6 szamjegy.

II. megoldas. Lattuk, hogy egész szamok négyzetének (altalanosan: egész szamok szorzatanak) utolso jegye csak
az alap (a tényezsk) utolso jegyétdl fiigg. Hasonldoan belathatd, hogy a szorzat utolso két jegye is csak a tényezsk
utols6 két jegyétol fligg.

Ezt is bebizonyithatjuk akar a szorzési eljaras elemzése alapjan, akar algebrai jeloléssel. Lassuk az utobbit. Jelentse
a és b a szoban forgo tényez6k utolsod két jegyébdl allo szamot, A és B az elhagyasuk utan visszamaradt szamot. Akkor
maguk a tényez6k 100A + a és 100B + b, szorzatuk pedig 10000AB + 100Ab + 100aB + ab. Az els6 harom tag nem
befolyasolja a szorzat utolso két jegyét, hiszen mindegyiknek a végén legalabb két 0 van. Tehat a szorzat utolséd két
jegye — mint allitottuk — megegyezik a tényezsk utolso két jegyébdl allo szamok (a és b) szorzatanak utolso két jegyével.



Ha tehat meg akarjuk allapitani, hogy mi lehet egy négyzetszam utolsé két jegye, elég végignézniink az egy- és
kétjegyi szamok négyzetének utolsé két jegyét. Célszertd ehhez el6venni a Négyjegyid Fiiggvénytablazatot, amelyet a
versenyz0k — mint altalaban barmely konyvet — szabadon hasznalhattak. Megallapithatjuk, hogy egyezd jegyekként
csak 00 és 44 fordul el6 az utolso két helyen. (Megjegyezziik, hogy a vizsgalandé négyzetszamok legfeljebb négy jegytiek,
igy a tablazat a kerekités nélkiili, pontos értékiiket kozli.) Egy csupa 0-bol all6 szamot nem tekintiink tobbjegytinek.
Ha volna csupa 4-esbél allé tobbjegyt négyzetszam, akkor volna csupa 1-esbél all6 is, amint azt az I. megoldasban
belattuk. Ilyen azonban nincs, hiszen az utolsé két jegy nem lehet 11, tehat csupa 4-esbdl all6 négyzetszam sem
fordulhat el6. A tobbjegyt négyzetszamokban tehat csakugyan kell lennie legalabb két kiillonb6z6 jegynek.

Megjegyzés. A 0,1,...,99 szamok négyzete helyett elég csak a 0,1, ..., 25 szamok négyzetét végignézni, mert 25-6n
tul 4j kétjegytd végzGdés nem lép fel. Egyrészt ugyanis (50 — a)2—nek ugyanaz az utolsé két jegye, mint a?-nek, hiszen
kiilonbségiik, 2500 — 100a, 100-nak tobbszorose, és ha 0 < a < 25, akkor 25 < 50 — a < 50; masrészt (b + 50)2—nek
hasonl6 okboél ugyanaz az utolsé két jegye, mint b —nek, és ha b 0-t6l 50-ig valtozik, akkor 50 + b végigfut 50-t61 100-ig
a szamokon.

2. feladat. Rajzoljuk meg azt a négy kort, amelyek érintik eqy hdromszdg oldalegyeneseit, vagyis a beirt kort és a
hozzairt kéroket. Bizonyitsuk be, hogy a beirt és barmelyik hozzdirt kor negyedik kozos érintdje parhuzamos a mdsik két
hozzairt kor negyedik kozos érintdjével.

I. megoldas. Az ABC héaromszog a oldalegyenese a beirt és az O, kézéppontu hozzéirt kor egyik kozos belsd
érintGje. Jeloljiik e két kor masik kozos belss érintGjét a’-vel. Az a egyenes érinti a méasik két hozzéirt kort is, mint
e korok kozos kiilsé érintdje. Jeloljiik ennek a két kornek a masik kozos kiilss érintéjét a’’-vel. Bebizonyitjuk, hogy
a/ H a//‘

Két kor egyiittesen tiikros a kdzéppontjukon &t huzott egyenesre, a két kor dgynevezett centrélisara. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy két kor kozos bels6 érintéi, és ugyantugy kozos kiils6 érintsi is tiikrosek a két kor centralisara. Igy pl.
a’ az a oldal tiikdrképe az OO, centralisra vonatkozoéan, a-nak az OO, centralisra vonatkozo tiikorképe pedig a”.
Eszerint az o’ egyenest két kiilonbozé tengelyre vonatkozd egymds utani tiikrozés atviszi az o’ egyenesbe. Tudjuk
viszont, hogy két egymast metsz6 egyenesre vald tiikrozés egyiittesen egy olyan elforgatést eredményez, amelynek a
szoge a tiikortengelyek egymassal alkotott szogének kétszerese, és a forgatas kozéppontja a két tengely metszéspontja.
Az egyik tiikortengely OO,, a b és ¢ egyenesek egyik szogfelezGje, a masik OO, ugyanennek az egyenesparnak a
maésik szogfelezSje. A két szogfelezd, mint tudjuk, merdleges egymasra. Tehédt az o’ egyenest két egyméasra merdleges
egyenesre valo tiikrozés, vagyis az A pont koriili 180°-os elforgatas viszi at az a” egyenesbe, és igy csakugyan o’ || a”.

Hasonl6 jeloléssel és gondolatmenettel kovetkezik az is, hogy b’ || b” és ¢ || .

IT. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznaljuk. Jeloljiik tovdbba o’ és b metszéspontjat B'-vel, o’ és ¢
metszéspontjat C’-vel, a”’ és b, ill. a” és ¢ metszéspontjat B”-vel, ill. C”-vel. A szimmetria miatt BC'CB’ egyenld szart
trapéz, tehat hirnégyszog, és igy BC'B'< = BCB’<. Ugyanezt mondhatjuk a BCC” B” négyszogrél is. Ennélfogva
BCB"< = BC"B"<. Ezek szerint BC'B'< = BC"B"«, ésigy a’ || a”.



3. feladat. Egy kéralaki versenypdlyanak egy pontjabol egyszerre egy irdnyban elindult hdrom futé. Az elsé 6 perc
alatt utolérte (lekdrdzte) a mdsodikat, 10 perc alatt a harmadikat. Hiny perc alatt érte utol a harmadik a mdsodikat?
(A futok sebességét tekintsik egyenletesnek, a pdlya szélességét hagyjuk figyelmen kivil).

I. megoldas. Legyen a futdk sebessége sorban u, v és w, a palya keriilete k, a keresett id6 pedig, ahany perc alatt
a harmadik futo lekordzte a masodikat, . Akkor a megtett utakra a kovetkezs egyenleteket irhatjuk fel:

(1) 6u= 6v+k, vagyis 6u— 6v —k=0,
(2) 10u = 10w + k, vagyis 10u — 10w — k =0,
(3) zw= xzv+k, vagyis zw— av —k=0.

Az (1) egyenletet 5z-szel, (2)-t 3z-szel, (3)-at 30-cal szorozva u, v és w szorzoja mindegyik egyenletben 30z vagy —30x
lesz:

(4) 30zu — 30zv — Sak = 0,
(5) 30zu — 30zw — 3zk = 0,
(6) 30zw — 30zv — 30k = 0.

(5) és (6) Osszegébdl kivonva (4)-et u, v és w kiesik:
2xk — 30k = 0.

Minthogy k # 0, ebb6l x = 15. Tehat a harmadik fut6 15 perc alatt korozte le a masodikat.

II. megoldas. A feladatot sok masféle modon is megoldhatjuk, kevesebb ismeretlennel is, mint az I. megoldasban,
s6t egyenlet nélkiil is.

Képzeljiik, hogy a futdk valtozatlan sebességgel tovabb futnak. Az els6 a masodikat minden 6 perc elteltével, a
harmadikat minden 10 perc elteltével lekorozi, tehat fél 6raval az indulas utan az els6 éppen 5 korrel futott tobbet,
mint a mésodik, és 3 korrel futott tobbet, mint a harmadik (tehat mindharman a palya ugyanazon pontjan vannak).
Igy hat a harmadik futé fél 6raval az indulas utan 5 — 3 = 2 korrel futott tobbet, mint a masodik. Ebbsl kivetkezik,
hogy negyedoranként (15 percenként) korozte le a mésodikat.

Megjegyzés. Az adatokbol az u, v, w és k ismeretlenek nem is szamithatok ki, még az ardnyuk sem.

Varga Tamas



