Sulypont, els6- és masodrendi nyomatékok
I. rész
Legyen adva a térben tetszéleges elrendezésrl?en egy n tomegpontbol 4116 rendszer. A tomegpontok témegei legyenek
mi, Mg, ..., M, ..., My. Legyen tovabba Z m; = M a tomegpont rendszer egész tomege.
Vegyiink fel tetszélegesen egy térbeli deréi{:s;ijgﬁ X, Y, Z koordinata-rendszert.

Az i pont koordinatait jeloljik x;, y;, ill. z;-vel (1. dbra).
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A tomegpontok tomegei és koordinatai altal meghatarozott kovetkezd mennyiségeket,
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az YZ, ZX,ill. XY sikokra vonatkozo elsérendi nyomatékoknak nevezziik. Ezekre vonatkozolag fennall a kovetkezs
érdekes tétel:

Létezik a térben egy és csak is egy olyan pont, amelyben mint kezddpontban elhelyezett tetszdleges iranyitdsiu derék-
520917 koordindta-rendszerben a hdrom elsérendd nyomaték mindegyike nulla.

Bebizonyitjuk, hogy ezen S pont az
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koordin&taju pont.
Vegyiink fel az S pontban egy az X, Y, Z koordinata-rendszerrel parhuzamos tengelyd X', Y’, Z’ koordinata-
rendszert (2. dbra).
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lévén az 1j koordinata-rendszer sikjaira az elsérendi nyomatékok nulldk. Pl. Y'Z' sikra (3) miatt:
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Tekintetbe véve (1)-et és (2)-t
N,.=Ny. —x,M =N,, — N,. =0.

Teljesen hasonlbéan bizonyithaté a masik két koordinatasikra vonatkozo elsérendd nyomatékok elttinése is.

Ha 4j koordinata-rendszeriinket valamelyik koordinata tengely koriil elforgatjuk, az els6rendt nyomatékok értéke
valtozatlanul nulla marad. Igazoljuk pl. azt az esetet, mikor a Z’ tengely koriil 8 szdggel forgatunk. Ng’cy—re allitasunk
nyilvanvalo. N ill. N, -re pedig a kovetkez6képpen lathato be: Fejezziik ki N ill. N, -t a tomegpontoknak a Z’
tengelytdl valo ru tavolsagalval és ezeknek a X' tengellyel bezart «; szogeivel (3’ abm)
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A B szoggel valo elforgatas utan ezen kifejezésekben csak az «; szogek valtoznak meg, mégpedig mindegyik (-val
csokken. Igy az Uj nyomatékok

n

Z m;r.,; cos(a; — B) = Z m;r’,;(cos a; cos B + sin ay sin B) = cos N, + +sin N, =0,
i=1
illetve .
Z m;r.; sin(a; — ) = Z m;r,;(sin a;; cos B — cos a sin B) = cos SN, —sin BN, . =0
i=1
lesznek.

Ugyanezen igazolas alkalmazhat6 az X’ és Y’ tengelyek koriili elforgatésra is. Mivel harom egymésra meréleges
tengely koriili forgatassal a koordinata-rendszer barmely térbeli elforgatasa létrehozhato, igazoltuk, hogy az

S ponton dtmend tetszdleges dlldsu sikra az elsdrendd nyomaték nulla.

A (2) egyenletekbdl az is lathato, hogy az S pontbeli tetszéleges X'Y’Z’ koordinata-rendszert eltolva az zs, ys ill. zg
koziil legalabb az egyik mar nem nulla, és igy a harom elsérendd nyomaték koziil legaldbb egy mar nem marad nulla.
Tehat S-en kiviil mas fenti tulajdonsagt pont nincsen.

Az S pontot a rendszer témegkézéppontjdnak, vagy sulypontjanak nevezziik. Az utobbi elnevezés onnan szarmazik,
hogy a tomegpontok egymashoz viszonyitott helyzetének megtartésa, vagyis a rendszer ,megmerevitése” esetén a
tomegpontok sulyerdinek eredGje, a térben tetszblegesen végzett elforgatas utan, a pontoknak minden helyzetében a
sulyponton keresztiilmend fliggtleges egyenesbe esik. A kovetkezSképpen lathatjuk be, hogy ez valéban igy van. Legyen
a 2. abra szerinti elrendezésnél az X'Y" sik vizszintes, és hatarozzuk meg a gm; fiiggsleges (Z tengely iranya) stlyerck
eredéjének a helyzetét. Pl. az Y’ tengelyre felirhatjuk, hogy a stlyersk forgatényomatékanak dsszege sziikségképpen
megegyezik az eredd forgatonyomatékaval. Mivel a gm; silyerének az Y’ tengelyre a karja x; a forgatényomaték
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Z gmx; = gN, . = 01évén, az ered6nek az Y’ tengelyre vonatkozo karja nulla, vagyis az ered6nek az Y’ Z" sikban kell
i=1
lennie. Az X’ tengelyre hasonloképpen kiszamitott forgatényomaték is nulla, vagyis az eredd a Z’ X’ sikban is benne
fekszik. Ezért az eredd rajta fekszik e két sik metszésvonalan, a Z’ tengelyen, vagyis a stlypontokon keresztiilmend
merGlegesen.

A sulyponton keresztiilmend sikot sulysiknak, a silyponton keresztiilmend egyenest siulyvonalnak hivjuk.

Az els6rendd nyomatékok (és igy M-mel osztva a stlysikok) helyzetei az (1) egyenletek segitségével elvileg mindig
meghatarozhatok, gyakorlatilag azonban a térben folytonos tomegelosztas esetén az (1) egyenletekben szerepld Gssze-
gezés végtelen sok tagbol allé Osszeggé, ,integralla” alakul at. Ennek zart alakbeli kiszamitdsa még az integralszamitas
ismertében sem lehetséges minden esetben. Aki pedig nem jaratos az integralszamitésban, az egyszertibb esetekben
sem boldogul. Néha segitséget nytjt az, hogy ha a témegpontok rendszerének (ill. a testnek) szimmetriasikja, tengelye
vagy pontja van, akkor az sulysik, sulyvonal ill. sulypont. Ez nyilvanvalo, mert a szimmetriasikra, ill. a szimmetriaten-
gelyen vagy ponton keresztiil fektetett sikra vonatkozolag az (1) Gsszegezésben ugyanazon tagok parosaval kiilonbo6zé
elGjellel lépnek fel, és igy az els6rendd nyomaték nulla lesz. EbbGl az is kovetkezik, hogy ha a tomegpontok mind
eqy sikba esnek, akkor a sulypont is ebben a sikban fekszik. Ezek altaldban kozismert tények. A kdvetkezékben harom
olyan tételt fogunk ismertetni, melyeknek segitségével a nyomatékok meghatarozasa a legtébb gyakorlatilag eléforduld
esetben folytonos tomegeloszlas esetén is integral szamitas nélkiil sikeriil.

A (2) egyenletekbol fejezziik ki a nyomatékokat:

(4) N,.=MX,;, N.p=MYy; N, =MZ,.

Ezen egyenleteket a kovetkezSképpen fogalmazzuk meg:

L. Valamely tetszdleges sikra vonatkozo nyomatékot gy kaphatunk meg, hogy a sulyponton keresztilmend, az eredeti
sikkal pdrhuzamos sikra vonatkozd nyomatékhoz (ti. itt most: nulldhoz) hozzdadjuk a sulypontba képzelt egyetlen M
tomegid pont nyomatékdt.

Ez a kissé bonyolultnak latsz6 megfogalmazés, miként késgbb latni fogjuk, a masodrendd nyomatékokra is érvé-
nyes lesz. L.-bol kovetkezik, hogyha valamely témegpontrendszer vagy test olyan alrendszerekre (testrészekre) bonthato,
melyeknek stlypontjait ismerjiik, a nyomaték szamitasanal az alakrendszerek (testrészek) helyettesithetSk a salypont-
jukba helyezett olyan tomegpontokkal, melyeknek tomege az alrendszert alkotd pontok (testrészek) egész témegével
egyenld.

Irjuk fel pl. az Y Z sikra vonatkozo elsérendi nyomatékot a kovetkezs alakban:

(5) Ny, = Magl,,

ebben legyen I, a tomegpontok rendszerének (testnek) valamilyen tetszéleges X iranyu linearis jellemzs (nullatol
kiilonb6z6) mérete (pl. valamelyik nem Y Z sikban fekvé tomegpontnak = koordinataja, vagy két tetszéleges tomegpont
x koordinatajanak kiilonbsége stb.) a, az (5) egyenlet altal definialt dimenzi6 nélkiili szam, vagyis

(6) a, = Nz _ E?:}zmil’i s
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A (6) egyenlethdl nyilvanvalo a kovetkezs két tétel:

II. a, értéke nem vdltozik, ha mindegyik tomegpont témegét ugyanolyan ardnyban néveljik, vagy csokkentjik, vagy
ha mindegyik témegpont koordindtdit ugyanolyan ardnyban néveljik vagy csokkentjik.

Mas szoval: hasonlé tomegpontrendszerekre (testekre) a, ugyanakkora. a, tehat fiiggetlen a testek nagysagatol,
csak a testek alakjatol és a relativ tomegeloszlastol fligg.

L. a, és az Y Z sikra vonatkozo nyomaték értéke nem vdltozik, ha az Y; és Z; koordindtakat tetszélegesen megudl-
toztatjuk.

Ebbél kovetkezik, hogy az egyes vagy az Gsszes Y; és Z; koordinatak tetszéleges szdmmal szorozhatok, a test Y
és Z tengely iranyu méretei tetszéleges aranyban novelhetSk vagy csokkenthetGk. Az utdbbi olyan mértékid is lehet,
hogy minden Y; és Z; nullava tehetd, vagyis a tomegpontok mind az X tengelyre gytjthetSk Ossze. (Természetesen ez
az eljards csak az a ill. IV, értékek meghatarozasa szempontjabol alkalmazhato, ilyen atalakitdsnal az N,, és Ny
értékek nem maradnak valtozatlanok).

A kovetkezd néhany példan bemutatjuk a torvények sokoldaltt hasznalhatosagat:

1. példa: Egyenletes tomegeloszlasi (az egységnyi hosszra esé tomeg oo = allando) ! hosszisaga egyenes vo-
naldarab silypontja szimmetria okokbdl nyilvanvaléan a vonaldarab felezési pontjaban van. Ugyanazt az eredményt
bonyolultabban, de a késébbi példak jobb megértése kedvéért mas uton is megkaphatjuk. Hatarozzuk meg az ismeret-
lennek tekintett a, segitségével.

A 4. dbrdn o-t x fliggvényeként abrazoltuk.
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Mivel a, értéke szempontjabol csak a relativ tomegeloszlas lényeges, oo értéktsl nem fiigg, csak az a lényeges, hogy
o az egész vonaldarab mentén allandé. A bedrnyékozott M = lgg teriilet adja meg az egész vonaldarab tomegét.

Bontsuk szét a vonaldarabot felez6pontjaval két darabra. Mindegyik fél vonaldarab ugyancsak egyenletes tomeg-
eloszlasu, csak az = koordinatak csokkentek aranyosan (ti. felez6dtek). Ezért mindegyik fél vonaldarab bal oldali
végpontjara a, megegyezik az eredetiével. Mivel mindegyik fél vonaldarab feleakkora témegi és hosszisagd, mint az
eredeti, és mivel a jobb oldali vonaldarab bal oldali végpontja a kezdSponttol I/2 tavolsagra van, az I. tétel alapjan az
(5) egyenlet segitségével a nyomatékra a kévetkezs egyenletet irhatjuk fel:

M I M/[I l

Mi-lel egyszertsitve a,-re a kovetkezs els6foki egyenletet kapjuk:
a 1  ag

Tt
ebbdl a,; = %, vagyis: x5 = %l.

2. példa: Hatarozzuk meg az [ hossztsagu linearisan novekedd stirtiségit (o = kx) egyenes vonal darab stlypontjat.

Mivel l l
=kr=k=-+k — =
0 X 5 + (:1: 2>,

a vonaldarabot az el6z6 moédon megfelezve, a jobb oldali fél vonaldarab egy allandé stirtiségi és egy a bal oldali
vonaldarabbal megegyezd tomegeloszlasu vonaldarabra bonthatd szét. Az egész és a fél vonaldarabok tomegét megint
az arnyékozott teriiletek adjak meg. Ha az egész vonaldarab témege M = ki?/2, az 5. dbra szerint a bal oldali féle
M /4, az allando strtségiié pedig M/2.
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A bal oldali vonaldarabon és az egész vonaldarabon a, most is azonos. Ez az OCDA és OAB/A hasonlosagabol
kovetkezik, mert hiszen a III. tétel szerint a, valtozatlan marad az x koordinataknak és a g stirtiségnek allandoval vald
szorzésara. Ezért az ax-re az el6z6 példdhoz hasonlé meggondolasokkal most a kovetkezs egyenletet kapjuk:

Mal—%ai_;’_% £+a£ +% £+1£
T4 4\ 2 P2 2 \2 22/’

itt az utolso6 tag az allandé strtiségd riad nyomatéka.
Ebbol: a, = 5 és z, = 21/3.

3. példa: Egyenletes tomegeloszldsu (feliiletegységenként allando stirtiségi) hdromszog sulypontjinak meghatdro-
zdsa. Koordinata-rendszeriinket vegyiik fel a 6. dbran lathaté modon.
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Mivel az x tavolsdggal a szélességi méret linedrisan nd, a haromszog azonos z koordinatainak pontjait a III.
szerint az X tengelyre gytjtve Ossze, linearisan névekvd strtiségl vonalat kapunk, vagyis a 2. példat kapjuk. Valéban
kézismerten a haromszog sulypontja a cstcspontjabol 2/3 m tavolsagban az alappal parhuzamos egyenesen fekszik.

Ugyanezt az eredményt méasképpen is megkaphatjuk. A II. és III. tétel szerint a sulypont tavolsaga azonos minden
m magassagli haromszogre. (A két tétel altal megengedett transzformaciok segitségével barmely két ilyen haromszog
egymasba transzformalhato.) Hatarozzuk meg a legegyszeriibbre, az egyenls oldala haromszogre.

Mivel a salypont a szimmetriatengelyeken fekszik, 6sszeesik a magassagi ponttal, a beliil irhat6 kor kdzéppontjaval
sthb. Ebbél a pontbol a haromszoget a 7. dbra szerinti harom egybevigd haromszogre bonthatjuk, ezek teriilete tehat
harmada az eredeti haromszogének, mivel a lenti haromszog alapja megegyezik az eredeti haromszogével, magassaganak
harmadakkoranak kell lennie. Vagyis a stulypont a cstcsponttol szamitva valoban 2/3 m tavolsagra van.
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4. példa: Tetszileges alapgorbési, homogén siriségi kiup sulypontjanak tdvolsaga az alaptol.
Mindezen kipok kozos tulajdonsaga, hogy a cstcsponttdl x tavolsagra levs alappal parhuzamos metszetiik teriilete
négyzetesen n6 az x tavolsaggal (8. dbra).
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a, szempontjabol tehat mindezen kipok egymasba transzformélhatok. Ezért a, megegyezik a négyzetesen névekvs
strlségi vonaldarab a,-ével, amire még visszatériink. a,-et legegyszertiibben a szabélyos tetraédernél hatarozhatjuk
meg az egyenls oldali haromszoghoz hasonlé modon (9. dbra).
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A szimmetriasikok metszéspontjaban levs stlypontot a csicsokkal 6sszekotve, négy egybevago gulat kapunk, melyek
koziil az alsonak alaplapja megegyezik az eredeti tetraéder alaplapjaval, igy a stlypontnak az alaplap felett 1/4 m

magassagban, a cstcsponttol 3/4 m magassagban kell lennie. Vagyis a, = 3/4.

5. példa: Ha ismerjiik a parabola tertileti képletét, a 2. példaban alkalmazott eljarassal megkaphatjuk a négyzetesen
novekvs siirtiségl egyenes vonaldarabra ugyanazt az a, = 3/4-et. Mi most forditva fogunk eljarni, a,-et az el6z6

példabol ismerve, a o = ka? parabola és az X tengely kozti teriiletet hatarozzuk meg (10. dbra).
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Vizsgaljuk tehat a o = kaz? négyzetesen novekvs stirtiségt vonaldarabot. Mivel:

2
ke =k (o — L) whi (et +IcE
2 2 4’

az | tavolsagot megfelezve, a jobb oldali rész teriilete egy téglalap, egy vele azonos teriiletd haromszog és egy a bal
oldali résszel megegyezs parabolanak a teriiletébdl tevédik Ossze. Azért, ha az egész rud tomegét, vagyis a keresett

3

T
teriiletet T-vel jeloljiik, a kis parabolék teriilete — — —— lesz. Most alkalmazzuk szokasos médszeriinket, tudvan, hogy

parabolara a, = 3/4, hdromszogre 2/3, téglalapra 1/2.

T§l— Z_k_l?’ §£+k_13 ll+l£ +k_l3 ll+2£ + Z_k_l?’ ll+§£
47\ 2 8 /42 8 \2 22 8 \2 32 2 8 2 42 )

Ezt T-re megoldva:
kI3 1kI2  Im
T = ——=—7——=—,
3 3 3

a teriileti képlet tehat szavakkal: alap szorozva a magassdggal és osztva harommal.
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A 10. abrabeli felosztas T ismeretében a 11. dbrdn lathatéo modon alakul.
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