Haladok (I1. osztalyosok) versenye

1. feladat. \/7+ 4V3 + \/7 —4V3 =7

I. megoldas. A kérdéses szam pozitiv és négyzete:

2
<\/7+4\/§+ \/7—4\/§> — 743+ 2/ (7+ 4V3)(7 - 4VB)+
+7 —4V3 =14+ 2V/49 — 48 = 16,
tehat a kifejezés értéke V16 = 4.

II. megoldas. Eszrevehetjiik, hogy 7 4+ 4v/3 = (2+ \/5)2, 6s 7T—4V3 = (2 - \/§)2 Mivel itt2 > /3, igy

\/7+4\/§+\/7—4\/§=(2+\/§)+(2—\/§)=4.

2. feladat. Legyen az ABC' szabdlyos hdaromszog koré irt kor kozéppontja O, és a kér A pontjabdl kiindulo dtmérd-
jének mdsik végpontja D. Rajzoljuk meg az A, illetdleg a D kézépponti (félkornél kisebb) BC' koriveket. Legyen e két
koriv egy—egy pontja P, illetdleg Q. Bizonyitsuk be, hogy ha P és QQ pontok egyenld tdvol vannak a BC oldaltol, akkor
egyenld tdvol vannak az O ponttdl is.

Megoldas. Legyen P, ill. Q vetiilete az AD atmérén P, ill. Q', és jeloljiik a haromszog koré irt kor sugarét r-rel.
Igy a D kozépponti BC' koriv sugara szintén r, a haromszog oldalanak és az A koézéppontu BC' koriv sugaranak hossza
pedig AB = rv/3. P és Q-nak BC-t6l mért (egyenls) tavolsagat jeloljiik d-vel, mig AD-t6l mért tavolsaguk legyen
PP =pés QQ =q.

Kifejezziik OP és OQ hosszat r-rel és d-vel és az igy nyert kifejezéseket dsszehasonlitjuk. Az OPP’ és az APP’
derékszogli haromszogbdl

5 2
OP? = (% +d) +7*, PP =(rv3) - <3§+d> ,
és igy
r 2 3r 2
OP? =312 + (5 + d) - (? —i—d) =3r? —r(2r +2d) = r(r — 2d).
Hasonléan az OQQ’ és a DQQ’ derékszdgii haromszoghsl
r 2
0Q* = (5-d) +¢
2 2 r 2
= — — d) s
q r (2 +
és igy
0Q* = r(r — 2d) = OP?.
Miutan OP és OQ értelemszertien pozitivok, eredményiink a feladat allitasat bizonyitja.

Megjegyzés. Ha P és Q mindegyikét a felhasznalt koroknek a félkornél nagyobb ivén vessziik fel a BC' egyenestl
egyenld tavolsagban, akkor hasonld szamitassal ismét azt nyerjik, hogy P és @ egyenld tavolsidgra van O-tol is.



3. feladat. Fgy derékszogi hdromsziog befogoi mint datmérdk folé kiroket rajzolunk. A derékszdg csticson dtmend
tetszdleges egyenesnek a kérokkel valo mdsodik metszéspontja legyen a P, illetdleg QQ pont. Mi azon derékszogd hd-
romszégek harmadik csucsainak mértani helye, melyeknek dtfogdja a PQ szakasz, befogoi pedig parhuzamosak az adott
hdromszdg befogoival?

Megoldas. Legyen az ABC derékszogi haromszog C B, C A befogoja folé irt kor p, ill. g, és messe ezeket a C-n
atmend s egyenes masodszor P, @-ban. PQ mint atfogd f6lé a CB, C' A-val parhuzamos befogokkal két derékszogi
haromszoget szerkeszthetiink, legyenek ezek csticsai U és V' ugy, hogy PU || CA és QU || CB, ill. PV || CB és
QV || CA. A keresett mértani helyet mindazok és csak azok a pontok alkotjak, amelyek akar U, akar V gyanant
felléepnek, mialatt s minden lehetséges helyzetét felveszi, azaz C koriil 180°-kal elfordul.

Tekintsiik az U csticsok mértani helyét. Néhanyukat megszerkesztve mindegyiket az AB atfogon kapjuk. Megmu-
tatjuk, hogy az U pontok mértani helye az AB szakasz. E szakasz meghosszabbitasaira nem eshet U pont, hiszen a
p-n fekvs P, és vele U sem juthat tavolabb C A-t6l, mint B és C' A-nak csak azon az oldalan lehet, mint B, tovabba a
g-n fekvs Q-val egyiitt U nem juthat tavolabb C'B-t6l, mint A, a C'B-nek azon az oldalan van, mint A.

Legyen U vetiilete CA-ra, CB-re U’, U”. Megmutatjuk, hogy s helyzetétd] fiiggetleniil U'U : U'A = OB : CA;
ebbdl kovetkezik, hogy U'AU és CAB derékszogl haromszogek hasonlok, és ebbsl U'AU<« = CAU<« = CAB«,
tehat AU egyenes egybeesik AB-vel. — Thalész tétele szerint BP és AQ mer6legesek s-re, és ezért a PCU"”, BCP,
CAQ, QAU’ derékszogl haromszogek hasonlok, mert megfelels hegyes szdgeik vagy kozosek, vagy parhuzamos, vagy
merdleges szartak, és igy egyenlSk. Masrészt a CU'UU” négyszdg téglalap, ezért

vy _cu” _Ccp _CB
UA- UA  AQ AC’

amit bizonyitani akartunk.

Ha s = CA, akkor P = C és Q = A, tehat PQ = CA, e helyzetben U = A = @, a PQU héaromszég nem létezik,
tehat az A pont csak tdgabb értelemben tartozhat a mértani helyhez. Hasonléan s = C'B esetén sincs haromszog, mert
PQ = BC és U = C. Végiil akkor sem jon létre a PQU /A, ha s atmegy p és ¢ mésodik kozos pontjan — ami nyilvan
C-nek AB-re valo C; vetiilete —, mert ekkor P = Q.

Forditva megmutatjuk, hogy ha U az AB szakasznak C;-t6l kiilonb6z6 tetszés szerinti bels§ pontja, akkor van
s-nek olyan helyzete, amely éppen ezen U-hoz vezet, éspedig 2 ilyen helyzet is van és ezek C A-ra (egyszersmind C B-re
is) tiikrosek. Legyen p, g-nak a 90°-os ACB szogtartomanyba — roviden: y-ba — es6 félkore p1, g1, és a masik félkore
P2, go. Messe az U-n dtmend, C A-val parhuzamos egyenes p1-et, CB-t, pa-t rendre P, U”, Py-ben. A mértani helynek
az s egyenes C'P és C'P, helyzetéhez tartozé pontja rajta van PU"”-n és a mar bizonyitottak szerint az AB egyenesen,
tehat éppen a kiindulésul vélasztott U pont.

Mivel P és P, a BC tengelyre tiikros pontpéar, azért PoC' a PC tiikorképe a BC tengelyre s ekkor egyben a BC-re
merdleges AC' tengelyre is.

U=Aesetén P= P, =C; Q = A, PQ = CA; ugyanigy U = B esetén PQ = BC, e helyzetekhez nem tartozik
PQU haromszog. Bizonyitasunknak a Py-re vonatkozo része azonban U = C-re is érvényes.

Ezek szerint az U pontok mértani helye valoban az AB atfogdszakasz, kétszer szamitva, de a végpontok nélkiil, és
C1-et csak egyszer szamitva.

Egész hasonléan jarhatunk el a V' pontok mértani helyének meghatarozasara is. Jeloljiikk V-nek C' A, CB-re val6
vetiiletét V', V"-vel. Ekkor a fenti hasonléségok felhasznalasaval

v'’e PU” PC CB

V'V UQ QA CA’
tehat a VCV' és ABC derékszogt haromszogek hasonlok, és igy VOV'< = ABC< = C,CA<.



Ha mar most P a p; félkdroén van, és igy @ a qi-nek pontja, akkor V a ~-ban fekszik, V' a CA-n van, tehat a
nyert egyenlGséghtl VO A< = C1C A<, vagyis VC azonos a C1C egyenessel, V a C1C-n fekszik. Ha P a po félkoron,
és ezért @ a go-n van, akkor V a v cstcsszdgtartomanyaban van, V' a CA-nak C-n tili meghosszabbitdsan, tehét
egyenl6ségiink szerint VOV’ és C1C A csticsszogek, ezért V ekkor is a C1C egyenesen van. C1C meréleges AB-re.

Legyen p-nek C' A-val, g-nak C'B-vel parhuzamos atmérgje DE, ill. F'G, E a pi-en, G a gi-en. Ekkor P-nek és vele
V-nek CB-t6l legnagyobb tavolsaga mindkét oldalon DE/2 = BC/2. Ha P = E, akkor PCB< = 45° = PC A<, ezért
CP a gi-et @ = G-ben metszi, amely g-nak C A-t6l ugyancsak legtavolabbi pontja; az ezekhez tartozo V-helyzet legyen
V1. Ha pedig P a D-ben van, akkor @) az F-be jut, az ezekhez tartozd V5 a masik oldalon van a lehetd legtavolabbra
CB, ill. C'A-t0l. Ezekkel a fentiekhez hasonléan megmutathato, hogy a V' pontok mértani helye a V; V5 szakasz, kétszer
szamitva, de kihagyva C-t, és csak egyszer szamitva a Cq, V1, V4 pontokat. Konnyd belatni, hogy V1 Vo = AB és C
felezi V1 Va-t. Ha az ABC haromszog egyenls szard, akkor Ch = F = G, és ez a pont nem szerepelhet V' gyanant.

Mindezek szerint valamennyi vizsgalt derékszogd haromszog harmadik csticsanak mértani helye — mig s minden
lehetséges helyzetét felveszi — tagabb értelemben az AB atfogd és az a ra merdleges, vele egyenls hossza V1 Vs, sza-
kasz, melynek felez6pontja C', mindkett6 kétszer szamitva. Szigortian véve — ha ti. az egyenesszakassza, pontta fajuld
haromszogeket nem tekintjiik — A, B, C' nem tartoznak a mértani helyhez, V; és V5 csak egyszer szamitandok, a két
szakasz C metszéspontja altaldban 6sszesen kétszer, kivéve a C'A = CB esetet, amikor C7 = Vi, és ezért csak egyszer
szamithato.

Megjegyzések. 1. A verseny rovid ideje alatt természetesen nem volt varhato, hogy a versenyzok a fenti finomabb
diszkussziot is kidolgozzak. Mulasztas lenne viszont, ha itt erre nem tértiink volna ki.

2. Azt, hogy U az AB-n, V a V1 V5 -n van, ugyancsak szogek egyenlGsége alapjan, de hasonl6é haromszogek felhasz-
néalasa nélkiil is belathatjuk. Ezt csak U esetére és olyan helyzetre vazoljuk, amelyben P a pi-beli CCy iven van, és igy
Q@ a g1-beli AC, iv pontja. AQC,C és BCy, PC hurnégyszogek, ezért PC1Q< = PC1 A<+ AC1Q< = PCB<+ACQ<« =
ACB< = 90°. Masrészt szerkesztésnél fogva PUQ< = 90°, igy PUQC: hirnégyszog. Ennélfogva UC1Q< = UPQ«,
és ez folytatolag egyenls ACQ<-gel — mert PU || CA —, végil AC;Q<-gel. Eszerint C1Q-val C1U és C1 A egyenld
szoget zar be, tehat U a C1 A egyenesen van. — Harnégyszogek felhasznalasaval igazolhato forditva az is, hogy AB és
V1V barmely pontja hozzatartozik a mértani helyhez. Ezt és a tovabbi helyzetek vizsgéalatat az olvaséra bizzuk.



