Kezddk (1. osztéalyosok) versenye
1. feladat. Oldjuk meg x-re a kévetkezd egyenletet:
p_pr g gz

q qx—lzp pr—1

p €s q milyen értékeinél van gydke az egyenletnek?

Megoldas. Az egyenletnek nincs értelme, ha valamelyik nevezs 0; feltessziik tehat, hogy p # 0, ¢ # 0, és nem
fogadunk el olyan p, ¢ szampart, amelybdl pr —1 = 0, gx — 1 = 0, vagyis px = 1, qr = 1 adodik. A nevezsk szorzatéaval
SZOrozva

p*(qz — D)(pr — 1) = p*qz(pr — 1) = ¢*(gz — 1)(pr — 1) — pg*z(qz — 1).
A zéroéjelek felbontésa, rendezés és Gsszevonds utan z-re elséfoku egyenletet kapunk:
(P* = ¢*)z =p* - ¢*.

Ha p = ¢, akkor ez az egyenlet — és természetesen az eredeti is — minden x-re teljesiil, nincs hatarozott, egyértelmi
megoldas. Ha p # ¢, akkor p? — ¢ # 0-val osztva és p — ¢-val egyszertsitve:

___pta
p*+pq+q*
Ezzel az egyenletet megoldottuk. Lathato, hogy
N ikt
P* +pq+q

csak ¢ = 0 mellett, gz = 1 pedig csak p = 0 mellett kovetkeznék be. Ezeket méar kizartuk, tehat az egyenletnek mindig
van hatérozott gyoke, hap #0, ¢ # 0, és p # q.

2. feladat. Szerkessziik meg az ABC hdromsziget, ha ismerjik A-ndl levd szégét, B-bdl kiinduld silyvonaldt és
C-b6l kiinduld magassdgvonaldt. Magyardzzuk meq a szerkesztés minden [€pését.

I. megoldas. Legyen az adott magassag m., a stlyvonal s;, A C cstucsot az « sz0g AB = c szaratoél m,. tavolsagra
haladé d parhuzamos metszi ki a mésik szarbol. Az AC oldal F felez&pontjabol s, sugarral rajzolt kor kimetszi az o
sz0g c szardbdl a B cstcsot.

A feladat megoldhatosiganak eleve feltétele, hogy 0 < o < 180° legyen. Igy C mindig egyértelmtien szerkeszthetd.
A feladatnak 1, 2, 1, vagy 0 megoldasa van aszerint, hogy a hasznalt koriv az « szdg masik szarat 1, vagy 2 pontban
metszi, vagy érinti, vagy nem is érinti. Az F' pont merdleges vetiiletét AB-n F'-vel jeldlve o < 90° mellett az emlitett
négy eset valamelyike aszerint all fenn, hogy

sp 2 FA FA> s, >FF', sy =FF', sy < FF' (FF' =m./2).

Ha a = 90°, akkor legfeljebb 1 megoldés van, s, > F'A mellett.

II. megoldas. B-nek F-re vett Bj tiikkorképe a C-n at AB-vel parhuzamos d egyenesen van. Ebb6l adodik a
kovetkez6 szerkesztés.

Felvesziink két egyméstol m. tavolsagra fekve c és d parhuzamost és c-n a B cstucsot. A B-koriili 2s;, sugari korivvel
d-bol kimetssziik Bi-et. BBi-nek F' felez6pontja és a B pont alkotta szakasz A-bol « szog alatt latszik, tehat az A
csucs a c egyenes és a BF f6lé rajzolt a nyilasa latoszogkorivpar metszéspontja. Végil A tiikorképe F-re C.

Ha 2s, < me, akkor By nem szerkeszthets, a feladatnak nincs megoldasa. Ha 2s, = m,, akkor 2, 1, vagy 0 a
megoldéasok szdma aszerint, hogy a BF {olé rajzolt két koriv mindegyike metszi c-t a B-t6l kiilonb6z6 pontban, vagy
csak egyikiik, vagy egyikiik sem.



3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy T-tel oszthaté hdromjegyd szdm utolso két szamgjegye egyenld, akkor szdm-
jegyeinek dsszege is oszthato 7-tel.

I. megoldas. A feladat teljes értékd megoldasanak szamit, ha a két egyenls jegyre végz6ds haromjegyd szamok
koziil kikeressiik az Gsszes 7-tel oszthatokat és mindezeken ellendrizziik, hogy szadmjegyeik Osszege valoban oszthato-e
7-tel. (Ilyen eljarast azonban csak akkor iigyes hasznalni, ha valamilyen rendszerezéssel munkamegtakaritast tudunk
elérni az egyenkénti kikereséssel szemben.)

A kérdéses szamok kivalogatasat konnytivé teszi a kovetkezs észrevétel. A szamokat két rész Osszegére bontva: a
széazasra és a két egyenls jeggyel irt szamra, ezeknek 7-tel valé osztasi maradéka vagy mindkét részben 0, vagy Osszegiik
7. (Pl. 322 = 7 - 46-ban 300 és 22-nek 7-es maradéka 6, illetSleg 1.) Allitsuk tehat Sssze, mely két egyenls jeggyel irt
szamok adnak 7-tel osztva 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 maradékot, masrészt, hogy mely kerek szdzasok adnak rendre 0, 6, 3, 4,
3, 2, 1 maradékot, ezek 6sszeadasabol megkapjuk valamennyi széban forgd szamot.

Maradék | Végzodés | Maradék | Szazas A szam | A jegyek Osszege
0 00, 77 0 700 700, 777 7, 21
1 22, 99 6 300 322, 399 7, 21
2 44 5 600 644 14
3 66 4 200, 900 | 266, 966 14, 21
4 11, 88 3 500 511, 588 7, 21
5 33 2 100, 800 | 133, 833 7, 14
6 95 1 400 455 14

Valéban valamennyi szamban a szamjegyek Osszege oszthatd 7-tel.

II. megoldas. Legyen a szoban forgé haromjegyt szam abb = 100a + 10b + b = 100a + 11b, igy szamjegyeinek
Osszege a+ 2b.Tegyiik fel, hogy N = 100a + 11b 7-nek t6bbszordse, be kell bizonyitanunk, hogy akkor a + 2b is oszthaté
7-tel. Vonjuk ki N-bdl a 7-tel szintén oszthat6 98a + 7b-t, a maradék: 2a + 4b = 2(a + 2b) szintén oszthatd 7-tel. Mivel
7 és 2 relativ prim szamok, ez csak ugy lehetséges, ha a + 2b oszthatd 7-tel[]

Megjegyzések. 1. A 11. megoldas bizonyitdsa meg is fordithato, és igy igaz a kovetkezd allitas: ha egy haromjegyd
szam utolso két jegye megegyezik, és szamjegyeinek Osszege oszthatd 7-tel, akkor a szam is oszthat6 7-tel; ha pedig a
szamjegyek Osszege nem oszthato, akkor a szdm sem oszthatd 7-tel.

2. Az algebrai megoldas tobbet igazol a bizonyitandé tételnél: nemcsak haromjegyi, hanem bérmely 100a+115 alaka
szam ahol a és b tetszGleges egész szamok — akkor és csak akkor oszthaté 7-tel, ha a—+2b oszthat6. P1. 100-243+11-22 =
24542 szam esetén 243 + 2 - 22 = 287 oszthatd 7-tel, tehat a szdm is oszthatd 7-tel. Mivel azonban altalaban nem
konnytd egy egész szamrol azt megallapitani, hogy irhato-e egész a, b-vel 100a + 11b alakban, ahol b = 10, azért ez a
tétel oszthatosagi vizsgalatok konnyitésére csak két egyezd jegyre végz6ds szamoknal lehet hasznos.

1Bz pl. abbol kovetkezik, hogy 4 - 2(a 4+ 2b) = 7(a + 2b) + (a + 2b) is, és igy a + 2b is oszthato 7-tel.



