1. feladat. Egy léggomb kézéppontjat két foldi megfigyeld 45°, illetdleg 22,5° emelkedési szogben ldtja. Az elsé
megfigyeld délre, a mdsodik északnyugatra van a léggomb talppontjditol, egymdstol vald tavolsaguk 1600 méter. Milyen
magasan lebeg a léggomb a vizszintes talaj folott ¢

I. megoldas. Legyen a léeggémb L, meréleges vetiilete a vizszintes talajon (talppontja) T'; a megfigyelok A és B; a
léggdmb emelkedési szoge az A pontbol a = 45°, a B pontbol 8 = 22,5°, a két megfigyels tavolsaga AB = d = 1600 m,
a T A déli és T B északnyugati irdnyok hajlasszoge 6 = 135° (1. abra).

L

1. dbra

— Az ATL derékszogl haromszog egyenls szard, mert o = 45°, tehat AT egyenld a keresett T'L magassaggal —
jeloljiik ezt roviden m-mel. Huzzunk a BT L haromszog L csticsabol LT-vel 45°-ot bezard egyenest. Mivel BLT< =
90° — LBT< = 67,5 > > 45°, azért egyenesiink a BT szakaszt metszi egy C pontban. TC = TL = m és BLC< =
BLT< — 45° = 22,5° = TBL< = CBL<, vagyis a BCL haromszdg egyenl6 szari: BC' = CL = m/2.

Jeloljiik az A pont merdleges vetiiletét a BT egyenesen D-vel. Ekkor az ADT derékszog haromszog is egyenld
szari, mert T-nél levs szoge ATD< = 180° — ATB< = 45°, s igy AD = DT =m//2.

Az ABD derékszogi haromszog atfogdjanak hossza adott: d = 1600 m, befogoéit pedig sikeriilt kifejezni a keresett
m magassaggal: AD = m/v/2, BD = BC + CT +TD = mv2 + m +m/v?2. Igy Pythagorasz tétele szerint

2 2
AD? + DB? = (%) + (mﬁ+m+ %) = AB? = 1600°.

Innen
1 1
m? <§+2+2\/§+1+2+\/§+5) =m?3v2(V2 + 1) = 16002,

vagyis

1600 1600/v2 -1 800 800
m= = = —\/V8(V2-1)-3=—1/12—-V72~ 500 m
V3V2(VZ + 1) V3v2 3 3

(méterre kerekitve).

II. megoldas. A feladatot altaldnosan, a talpponton dtmend vizszintes sikban tetszoleges helyzetti A és B megfi-
gyeldk és tetszéleges hegyes o és 3 emelkedési szogek esetére oldjuk meg.

Az ATL, BTL derékszogi haromszogb6l AT = mctga, BT = mctgf, és igy az AT B haromszogbdl a koszinusz-
tétel alapjan

d? = m2ctg?a + m2ctg® B — 2m? ctg actg B cos § =
= m?(ctg’a + ctg?f — 2ctgactg B cosd),

és innen

d
B Vetg?a + ctg?B — 2ctgactgﬁcosé'

(Ha ABT valosagos haromszog, akkor a négyzetgyok alatt allo kifejezés pozitiv, mert a koszinusz-tétel érvényes.)
A d=1600 m, a = 45°, B =22,5°, 6 = 135° adatokkal m ~ 500 m.

m

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyszog két szemben fekvd oldalanak felezépontjait Gsszekotd szakasz
egyenld a masik két oldal szamtani kozepével, akkor a négyszog trapéz.

Megoldas. Legyen az ABC'D négyszog (2. 4bra) AD és BC oldalanak felez6pontja E és F', és EF = (AB+DC) /2.



2. abra

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy AB és C'D parhuzamosak. Jeloljiik az AC atlo felez6pontjat G-vel. Ekkor egyrészt
EG, mint az ACD haromszog kozépvonala, parhuzamos DC-vel és fele akkora; és hasonléan az ABC haromszog GF
kozépvonala parhuzamos AB-vel és fele akkora. Masrészt az EFG haromszogbdl — ha ez valodi haromszog, tehat G
nem esik az EF'F egyenesre —

1
EF < EG+GF = 5<DC + AB).
Eszerint a bal oldal a jobbal egyenlé csak akkor lehet, ha G az EF egyenesen van. Ekkor
DC||EF||AB,

vagyis az ABCD négyszog trapéz, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. A feladat kovetkezs altalanositasat tartalmazza Bollobds Béla dolgozata: Ha az ABCD négyszog AD
és BC oldaldt az M, illetéleg N pont m : n ardnyban osztja és

m-DC +n-AB

m-+n

MN =

)

(amit igy szokds mondani: M N a DC és AB oldalnak m, illetleg n sullyal stlyozott szamtani kozepe), akkor AB
parhuzamos CD-vel, a négyszog trapéz. Az allitas az AC atlot m : n aranyban osztd P pont segitségiil vételével a fenti
megoldashoz hasonléan bizonyithatoé.

3. feladat. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:
(1) r+y=aT—\Y)
(2) 2® +y? = a(Vr — Vy)*,
ahol ,a” valds szam. ,,a” mely értékeire lesznek valdsak a gyokok ?
Megoldas. Az (1) és (2) egyenletekbd]
(z+9)* = (@* +9%) = (® - a)(Vz — y)*,
(3) 22y = a(a - 1)(Va — v/y)*.
Ezt felhasznalva a (v/x — \/y)? kifejezést fogjuk atalakitani. Tagokra bontva és (1)-et felhasznélva
Vo= Vy)? =z +y—2yzy = a(Vo - /y) - 2/y.
A jobb oldal utolso tagjat (3) alapjan igy alakithatjuk &t:
(4) 2/xy = dzy = v/2a(a — 1)(Vz — /y).
Ezt behelyettesitve
(Vr —y)? = (a —v/2a(a — 1)) (Vz — \/y).
Innen, ha vz — \/y # 0, akkor
(5) VE - \i=a—-/2ala—1),

ha pedig vz — \/y = 0, akkor (2)-b6l z = y = 0 adodik, ami a tetszés szerinti értéke mellett megoldasa az egyenlet-
rendszernek. A tovabbiakban csak az ettdl kiilonbozé megoldasokat keressiik.
Meg tudjuk hatérozni \/z — \/y-hoz hasonléan v/z +/y-t is, a négyzetét alakitva at (1), (4) és (5) felhasznéalasaval:

(Vo + V) =2 +y+2ay = a(Vz — Vi) + v 2a(a - 1)(vVz = Vi) =
= (a—|— 2a(a — 1)) (a— 2a(a — 1)) =a®—2a(a—1) =a(2 —a).



(6) VT + 5 =Va2 - a).

™) Vi=3 (Va@—a) - vaa@a 1) +a),
(8) Vi = % (Va@—a)+ Vaaa—1)~a).

Végiil négyzetre emeléssel

x = i[a@—a) +2a(a — 1) + a® + 2a\/a(2 — a) — 2a+/2a(a — 1)—
—2v/a(2 — a)2a(a — 1) =

= i (2a2 +2ay/a(2 — a) — 2a+/2a(a — 1) — 2y/a(2 — a)2a(a — 1)) )
azaz
(9) x:%(a—k a(2—a)) (a— 2@(@—1)).
Ugyanigy nyerjiik, hogy

1

(10) v=5 (a —va(2 - a)) (a —v/2a(a — 1)) .

Ezek szerint csak (9) és (10) adhatja a feladat megoldasat — eltekintve z = y = 0-t6l —, feltéve, hogy értelemmel
bir a valos szamok korében, azaz sem a(2 —a), sem 2a(a — 1) nem negativ. Az elsé kifejezés a negativ és 2-nél nagyobb
értékeire negativ, a masodik azokra, amelyekre 0 < a < 1. Igy csak @ = 0 és 1 < a < 2 értékek jonnek tekintetbe. Az
a =0 és a = 2 értékre (9) és (10) a mér targyalt ©+ = y = 0 megoldast adja, 1 < a < 2-re ettdl kiilonb6z6 értékparokat.
Az is vilagos, hogy az z-re és y-ra (amik (1) és (2)-ben négyzetgyokjel alatt is szerepelnek) kapott értékek nem
negativok, mert a \/z-re és \/y-ra kapott (7) és (8) kifejezések is valos szdmot adnak a szoba jovs a-értékekre, z és y
pedig ezekbdl négyzetre emeléssel keletkezett.

Megmutatjuk még, hogy az v/z-re \/y-ra kapott kifejezések sem negativok. Ekkor ezen kifejezéseket is felhasznélva
behelyettesitéssel konnyen lathato, hogy (9) és (10) valoban megoldasat adja az egyenletrendszernek. (7)-bél a

\/Ezé(\/a@—a)—\/mz(a—l)—l—a)zg(\/a+\/2—a—\/2(a—l))

kifejezés a pozitiv v/a +v2 —a + \/2(a — 1)-gyel megszorozva a kévetkez6t kapjuk:
?[(\/a—f—\ﬂ—a)? —2(a—1)] = ? (a+2—a+2\/a(2—a) —2a—|—2) =

= Va(VaZ=a)+2-a).

Ez 1 < a < 2-re pozitiv, tehat (7) jobb oldala is. Hasonléan (8)-bol
ﬂ(\/?—a—!— \/2((1—1)—!—\/5) = g {(\/2—(14— \/2((1—1))2—@] =
= g(Q—a+2a—2+2\/2(2—a)(a—1)—a) =/2a(2—a)(a—1) >0,

ha 1 < a < 2, tehat (8) bal oldala sem lehet negativ.

Ezzel belattuk, hogy az (1), (2) egyenletrendszernek megoldasa minden a mellett az x = y = 0 értékpar. Ezen kiviil
1 < a < 2-re van megoldéasa, és azt a (7), (8) képletpar szolgaltatja.

Megjegyzések. 1. A kozolt megoldés lényegében annak felel meg, hogy vz + \/y és vx — \/y helyett 0j valtozokat
vezetiink be és el6szor ezeket hatarozzuk meg.

2. Konnyen kikiiszobolhetjiik az egyenletrendszerbdl a négyzetgyokos kifejezéseket, levonva a (2) a-szorosabél (1)
négyzetét:

a@® +y?) ~ (@ +9)’ = (Vi - Vi)'~ [a (VE - v3)] =0,
(a —1Da* —2zy+ (a — 1)y* = 0.

Innen meghatérozhat6 az y/x hanyados és ennek ismeretében (1)-bél x, majd y. Ezen az aton azonban kissé bonyo-
lultabbak a szamitasok, mint a fenti megoldasban.



