Elsé feladat. Egy tdarsasutazds bdrmely négy résztvevdje kézott van olyan, aki a mdsik hdrom mindegyikével mar
mdskor is taldlkozott. Bebizonyitandd, hogy bdrmely négy résztvevd kozétt van olyan, aki mdr minden dtitdrsdval
taldlkozott.

Megjegyzés. A feladat csak arra az esetre vonatkozik, amikor a tarsasutazasnak van legalabb négy résztvevije.
Ha ez nem 4all fenn, akkor a feladat feltevése és allitasa egyarant semmitmondo.

I. megoldas. Legyen A és B két olyan résztvevs, akik kordbban még nem taldlkoztak. Feltehetjiik, hogy van
két ilyen, hiszen kiilonben barmely résztvevé megfelelne a feladat kivinalmanak. Azt is feltehetjiik, hogy van az AB
partol kiillonbo6z6 utaspar, akik szintén elGszor talalkoznak, mert kiilonben minden A-t6l és B-t6l kiillonb6z6 résztvevs
megfelelne, és barmely négy résztvevs kozott van ilyen (s6t legalabb kettd).

Az AB-t6l kiilonb6z6, ugyancsak elGszor talalkozod utasparban szerepelnie kell A-nak vagy B-nek, mert ha ez a CD
utaspar A-t6l és B-t6l kiilonbozé utitarsakbol allna, akkor A, B, C, D koziil egyik sem talalkozott volna korabban
a masik harom mindegyikével, és ez ellentmond a feladat feltevésének. Legyen tehat AC ez az AB-t6l kiilonb6zs,
ugyancsak elGszor talalkozod utaspar, hiszen minden lehetséges eset ezzé az esetté betiizhets at.

Azt vizsgaljuk most, hogy mely AB-t6l és AC-t6l kiilonboz6 utaspar allhat olyanokbol, akik maskor még nem talal-
koztak. Az el6z6 bekezdés szerint A-nak vagy B-nek az ilyen utasparban is szerepelnie kell, de ugyanolyan indokoléassal
szerepelnie kell benne A és C valamelyikének is. Eszerint ez a tovabbi elGszor taldlkozod utaspéar csak BC' vagy pedig
AD lehet, ahol D egy még nem emlitett résztvevs.

Az utobbi eset azonban lehetetlen, mert akkor az A, B, C, D résztvevékre nem teljesiilne a feladat feltevése.
Eszerint az AB, AC parokon kiviil csak BC' allhat egymassal elGszor talalkozo atitarsakbol, tehat minden A-t6l, B-t6l
és C-t06l kiilonb6z6 résztvevonek taldlkoznia kellett mar minden utitarsaval. Minthogy barmely négy résztvevs kozott
van ilyen, a feladat allitasa helyes.

Megjegyzés. Egyszertibbé valik feladatunk megoldasa, ha dbrazoljuk a vizsgalt viszonyokat, és megfelels elneve-
zéseket vezetiink be.

Abrazoljuk a tarsasutazas résztvevéit egy-egy ponttal, és kossiink Ossze kettot-kettSt koziililk egy vonaldarabbal
akkor, ha a két pontnak megfelels utitars kordbban még nem talalkozott. Az Gsszekdts vonalakat dgy valasztjuk meg,
hogy ne haladjanak at mas résztvevét abrazold ponton. Ilyen médon egy grdfhoz jutottunk, amelynek szdgpontjai az
utitarsaknak, élei pedig az elGszor talalkozo utasparoknak felelnek meg. Ha a graf élei esetleg metszik vagy érintik
egymast, kozos pontjukat nem szamitjuk a graf szogpontjai kozé. Az altalunk bevezetett grafnak véges sok szogpontja
van, minden éle két-két egymastol kiillonbozs szdgpontot kot Ossze, és ugyanazt a szogpontpart csak legfeljebb egy él
koti 6ssze. Ha a kovetkezSkben grafrol lesz sz6, mindig csak ilyen grafra gondolunk.

Ha feladatunkat a most bevezetett grafra szovegezziik meg, a feladat a kovetkezd alakot Olti: Egy grdfnak nincs
négy olyan szogpontja, amelyeknek mindeqyikébdl kitndul €l a mdsik harom szogpont valamelyikéhez. Bebizonyitando,
hogy a graf barmely négy szégpontja kézott van olyan, amelybdl nem indul ki €l. Semmitmondé esetek kizarasa kedveéért
hozzatehettiik volna, hogy a grafnak legaldbb négy szdgpontja van.

Az igy szovegezett feladat megoldésa rovidebb és attekinthetGbb. Ezt a kozolt megoldas atszovegezésén mutatjuk
be:

Feltehetjiik, hogy a grafnak van legalabb két éle, a és b, mert kiilonben legfeljebb két szogpont kivételével egyikbdl
sem indul ki él, és barmely négy szogpont kozott van ilyen. Az a, b élek egyik végpontja kozos, mert kiilonben
négy végpontjukra nem teljesiilne a feladat feltevése. Ebb6l az is kovetkezik, hogy az a, b éleken kiviil csak olyan él
szerepelhet, amelynek van kozos pontja a-val is és b-vel is. Az ilyen él tehat (1. abra) vagy a és b szabad végpontjat
koti 6ssze, vagy pedig kozos végpontjukbol indul ki. Az utdbbi eset lehetetlen, mert akkor a harom él négy végpontja
ellentmondana a feladat feltevésének. Ezek szerint csak az a, b élek harom végpontjabol indul ki él, barmely négy
szogpont kozott van tehat olyan, amelynek nincs meg ez a tulajdonsaga.

1. dbra

II. megoldas. Feltessziik, hogy van legalabb négy olyan résztvevd, aki valamely utitarsaval a tarsasutazason talal-
kozik el6szor, hogy tehat a feladat allitdsa nem teljesiil, és bebizonyitjuk, hogy akkor a feladat feltevése sem teljesiilhet,
hogy tehat van négy olyan résztvevd, akik koziil egyik sem talalkozott kordbban a masik hdrom mindegyikével. Ez
bizonyitja majd, hogy ha a feladat feltevése teljesiil, allitasanak is teljesiilnie kell.

Ismét abbol indulunk ki, hogy A és B elGszor talalkozik egymassal. Ha két t6likk kiillonb6z6 résztvevs korabban
még nem taldlkozott, akkor maris talaltunk az allitdsunkat bizonyité négy résztvevét.

Legyen C és D két olyan tovabbi résztvevs, akik nem mindenkivel talalkoztak korabban. Mostani feltevésiink szerint
biztosan van két ilyen. Az el6z6 bekezdés szerint csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor C' is és D is csak



mar megbetiizott résztvevivel talalkozik elgszor. Ekkor azonban A, B, C' és D négy olyan tutitars, akiknek egyike sem
talalkozott kordbban a masik harom mindegyikével, akik tehat allitdsunk helyességét bizonyitjak.

Megjegyzések. 1. Masodik megoldésunk a grafokra atiiltetett feladat szovegének tovabbi atfogalmazasat teszi in-
dokoltta. Ha a grafbol elhagyjuk azokat szogpontokat, amelyekbdl nem indul ki él, akkor a feladat kovetkezs megfogal-
mazasahoz jutunk: Egy graf minden szégpontjabol kiindul €l, de nincs négy olyan szégpontja, amelyeknek mindegyikébdl
kiindul €l a mdsik hdrom valamelyikébe. Bebizonyitandd, hogy a grdfnak négynél kevesebb szégpontja van.

Ha ezt a feladatot ugyanigy atszovegezziik, ahogyan az eredeti feladattal masodik megoldasunk elején tettiik, akkor
feladatunk kovetkezs tjabb szévegéhez jutunk: Egy grdfnak legaldbb négy szogpontja van, €s minden szdgpontjabol
kiindul €l. Bebizonyitando, hogy van a grafnak négy olyan szégpontja, amelyeknek mindegyikébdl kitndul €l a mdsik
hdrom valamelyikéhez. Az olvasora hagyjuk, hogy masodik megoldasunkat e feladat megoldasava irja at.

2. Masodik megoldasunk mintajara bebizonyitjuk, hogy utols6 allitdsunk akkor is helyes, ha benne 4 helyett tet-
sz6leges paros 2k természetes szam all. Az altaldnositott feladat tehat a kovetkezSképpen szol: Egy grdfnak legaldbb 2k
szogpontja van, és minden szégpontjdabol kiindul €l. Bebizonyitandd, hogy van a grifnek 2k olyan szégpontja, amelyeknek
mindeqyikébdl kitndul €l a t6bbi 2k — 1 szégpont valamelyikéhez.

Vélasszunk ki grafunkbol lehetéleg sok fliggetlen élt, azaz olyanokat, amelyeknek végpontjai mind kiilénbozsk.
Ha van k fliggetlen él, akkor ezek végpontjai maris bizonyitjak allitasunk helyességét. Ha csak j < k fiiggetlen élt
valaszthattunk ki, ha tehat ezekt6l fliggetlen (j + 1)-edik él mar nincs, akkor 2j végpontjukrol tudjuk, hogy minden
tovabbi szogpontbol kiindulé él ennek a 25 végpontnak valamelyikébe fut. Ha tehat ehhez a 25 végponthoz barmely
tovabbi 2k — 2j szdgpontot csatolunk, az allitasunkat bizonyité 2k szogponthoz jutunk.

Megtehetngk, hogy a most bizonyitott tényt annyiféleképpen fogalmazzuk at, ahanyféleképpen ezt eredeti felada-
tunkkal megtettiik. Megelégsziink azzal, hogy csak az eredeti megszovegezésbe Oltoztetett eredményiinket mondjuk ki:
Ha egy tdrsasutazds barmely 2k résztvevdje kozott van olyan, aki a tébbi 2k —1 mindegyikével mdr mdskor is taldlkozott,
akkor barmely 2k résztvevd kézott van olyan, aki mdr minden utitdrsdval taldlkozott. Semmitmondo6 eseteket zarunk ki,
ha megkoveteljiik, hogy a tarsasutazasnak legalabb 2k résztvevGje van. Megemlitjiik, hogy a k = 1 esetben az allitas
nyilvinvaléan helyes, a k = 2 eset pedig eredeti feladatunk allitasa.

3. Felmeriil a kérdés, hogy helyes marad-e utols6 eredményiink, ha benne 2k helyett egy paratlan 2k + 1 szam
all. Bebizonyitjuk, hogy igy mar hamis allitishoz jutunk, hogy tehédt ez a modositas az eddig emlitett kiilonféle
megszovegezések egyikénél sem megengedett. A 2k + 1 = 1 esetet figyelmen kiviil hagyjuk, mert ebben az esetben a
feladat értelmét veszti.

Bizonyitas céljabol elég egy kellgen sok fliggetlen élbdl allo grafot tekintenlink. Ennek van legalabb 2k-+1 szdgpontja,
és minden szogpontjabol kiindulé él. Nincs viszont 2k+1 olyan szdgpontja, amelyek mindegyikébdl kiindul él a tobbi 2k
szogpont valamelyikébe. Akarhogyan szemeliink ki ugyanis 2k + 1 szogpontot, az ezeket 6sszekotd élek végpontjainak
szama természetesen csak paros lehet, s igy ezek nem merithetik ki a 2k + 1 szogpontot.

Masodik feladat. Az a1 =1, a9, as, ... természetes szamok végtelen sorozatdiban
ar <l4+ai4+as+...+ar_1

minden k > 1 értékre teljesiil. Bebizonyitando, hogy minden természetes szam felirhato ebbdl a sorozatbdl kivdlasztott
szdmok dsszegeként (vagy pedig eléfordul a sorozatban).

Megjegyzés. A feladat zardjeles toldaléka felesleges akkor, ha egytagt Gsszeget is lehetségesnek tartunk, ha tehat
béarmely szdmot a sajat osszegének is mondunk. Ez a felfogas megkdnnyiti a szévegezést, a megoldasainkban szerepls
Osszegek is igy értenddk.

I. megoldas. A feladat allitasan tulmenden azt bizonyitjuk, hogy ha 0 < n < ay + az + ... + ax, akkor az n
természetes szam felirhat6é a véges a1, as, ..., ag sorozatbol kivilasztott szadmok Osszegeként. Ezt az allitast k-ra
vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk be.

Ha k = 1, akkor allitasunk a; = 1 miatt helyes, hiszen ebben az esetben csak n = 1 lehetséges. Legyen tehat k > 1,
és tegyiik fel, hogy allitdsunk helyes, ha benne k helyén k£ — 1 &ll.

Ha 0 < n < a1 +as + ... 4+ ax_1, akkor indukcids feltevésiink szerint n felirhaté a kivant alakban, ti. mar
ai, az, ..., ap—1 is elegendd az Osszegiil n-et add szamok kivalasztasdhoz. Legyen tehat

l+ai+as+...4+ar1<n<a;+as+...+ag.
Minthogy a baloldali 6sszeg a feladat feltevése szerint legalabb ay, egyenlétlenségeinkbdl
0<n—ar<ay+as+...+ar_1

kovetkezik. Eszerint n — ay vagy 0, vagy pedig az indukcids feltevés szerint felirhaté az a1, ao, ..., ar—1 sorozatbol
kivalasztott szamok Gsszegeként. Igy tehat vagy n = ay, vagy pedig ai-t a kivalasztott szamokhoz csatolva Osszegiil n
adodik.

II. megoldas. Ismét azt bizonyitjuk, hogy ha 0 < n < a1 + a2 + ... + ay, akkor n felirhat6 az aq, ae, ..., ai
sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként, de most n-re vonatkozoé teljes indukciét alkalmazunk.



Ha n = 1, akkor a; = 1 miatt helyes az allitas, akdrmekkora is k értéke. Legyen tehat n > 1, és tegyiik fel, hogy
allitdsunk helyes, ha benne n helyén nala kisebb m szam all.

A rogzitett n > 1 mellett olyan k értékeket kell tekinteniink, amelyekre n < a; + as + ... + a teljesiil. Elég, ha
koziiliik csak a legkisebbel foglalkozunk, tehat azzal a k értékkel, amelyre

a1 +as+...+ap_1<n<a+ax+...+ag,

hiszen k novelésekor az Osszegiil n-et ad6 szadmok kivalasztdsdhoz rendelkezésre all6 valaszték csak novekszik.
EgyenlGtlenségeinkb6l az m = a; + as + ... + ax — n értékre 0 < m < ay, adodik. igy tehat a feladat feltevését is
alkalmazva
0<m<ar—-1<ai+as+...+tar_1 <n.

Ha tehat az érdektelen m = 0 (azaz n = a1 + as + ... + ag) esetet figyelmen kiviil hagyjuk, akkor
O<m<n<ai;+ag+...+ag.

Indukciés feltevésiink szerint ez éppen azt biztositja, hogy m el6allithaté az a1, a2, ..., ag sorozatbél kivalasztott
szamok Osszegeként. Ha tehat ezeket ebbdl a sorozatbol elhagyjuk, akkor a megmaradéknak n az Osszege.

Megjegyzések. 1. Felvethet6 a kérdés, hogy feladatunk feltevésének teljesiilnie kell-e, ha allitasa teljesiil. Ez nincs
igy. Ha pl. minden ¢ # 2 esetben a; = 1, viszont ay = 3, akkor a feltevés a k = 2 esetben nem teljesiil: 3 > 1+ 1,
viszont barmely természetes szam mégis el6allithaté az 1, 3, 1, 1, 1, ... sorozatbdl kivalasztott szdmok Osszegeként.

Elmondhatjuk, hogy negativ tapasztalatunk nem meglepetés, mert a végtelen sorozat elemeinek permutalésa a
természetes szamok elGallithatosaganak mit sem art, viszont megsziintetheti a feladat feltevésének teljesiilését. El6z6
példank is ugy keletkezik, hogy a feltevést is kielégits 1, 1, 3, 1, 1, 1, ...sorozat két elemét felcseréljiik.

2. Feladatunk feltételének sziikségességét mégiscsak bebizonyitjuk, de a kovetkezs formaban: Ha minden természetes
szam felirhato eqy természetes szamokbol alakulé ¢y, ca, c3, ... végtelen sorozatbdl kivdlasztott szamok dsszegeként,

akkor ez a sorozat dtrendezhetd a1 =1, ao, as, ... alakba gy, hogy
ar <l4+ai4+as+...+ar_1

minden k > 1 értékre teljestiljon.

Abbol indulunk ki, hogy a; = 1 lehetséges valasztas, hiszen 1-nek szerepelnie kell a ¢1, ¢2, c3, ... sorozatban, mert
1 is elGallithato altala. A tovabbi a; értékek megvalasztasat a kovetkezképpen szabalyozzuk:

Minthogy N2 = 2 elGallithatd, a c1, c2, cs, ... sorozatban a; elhagyasa utan is szerepelnie kell legalabb egy No-nél
nem nagyobb elemnek (ti. 1-nek vagy 2-nek). Azt valasztjuk koziiliik as-nek, amelyiknek a ¢1, c2, cs3, ... sorozatban

a legkisebb az indexe.

ao megvalasztasa utan van egy legkisebb N3 természetes szam (ti. 3 vagy 4), amely nem irhat6 fel a véges a1, as
sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként. Szerepelnie kell ezért a c¢1, co, c3, ... sorozatban a; és as elhagyasa utan
is legalabb egy N3-nal nem nagyobb szamnak. Azt valasztjuk koziiliik as-nak, amelyiknek az indexe a ¢y, ca, c3, ...
sorozatban a legkisebb.

Igy folytatjuk ezt az eljarast. Ha mar megvalasztottuk az ay, as, ..., ap_; sorozatelemeket, akkor van egy legkisebb
N}, természetes szam, amely nem irhato fel a véges ai, ao, ..., arp—1 sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként.
Szerepelnie kell ezért a ¢y, co, c3, ... sorozatban a mar kivalasztott elemek elhagyasa utan legalabb egy Ni-nal nem
nagyobb szamnak. Ezek koziil azt valasztjuk ag-nak, amelyiknek az indexe a ¢y, c2, c3, ... sorozatban a legkisebb.

A kovetkezs 1épésben felléps N1 nagyobb Ng-nél, hiszen Ny maga méar bizonyosan felirhaté az ay, as, ..., ag so-
rozatbol kivalasztott szdmok Osszegeként vagy azért, mert ay = Ni, vagy pedig azért, mert ar mellé az a1, as, ..., ax_1
sorozatbol Ny — ay Osszeget ado szdmokat valaszthatunk ki, hiszen Ny volt a legkisebb igy el6 nem Allithat6 szam.

Ha tehat eljarasunkat minden hataron tual folytatjuk, akkor No < N3 < N4 < ... miatt a ¢1, ¢2, c3, ... sorozat
béarmely c¢; eleme el6bb-utébb kivalasztasra keriil, mert ha pl. a k-adik 1épésben mar Ny > ¢;, akkor ettsl a lépéstél
kezdve csak ¢; vagy nala kisebb indexd elem keriilhet kivalasztasra, marpedig a véges sok c1, ¢, ..., c¢;—1 elem
el6bb-utobb elfogy. Ezek szerint az altalunk képezett a1, as, as, ... sorozatban a ci, co, c3, ... sorozat minden eleme
el6fordul, tehat az utobbi sorozatot valoban atrendeztiik.

Ny, definiciojabol kovetkezik, hogy értéke legfeljebb 1+ aq +ag +. ..+ ap—1 hiszen ez a szam biztosan nem allithaté
el6 az a1, ag, ..., ap—1 sorozatbodl kivalasztott szdmok Osszegeként. Minthogy pedig ar < N, bebizonyitottuk, hogy
feladatunk feltevésének teljesiilnie kell az atrendezéssel szarmaztatott ai, as, as, ... sorozatra.

3. Haaz a1 < as < a3 < ... feltételnek eleget tevé monoton sorozatokra szoritkozunk, akkor kizartuk azt, hogy a
sorozat elemeit permutalhassuk, hogy tehét a feladat feltevésének teljesiilése ettSl a permutalastol fiiggjon. Az ilyen
monoton sorozat esetében a feladat feltevésének (minden permutalas nélkiil) teljesiilnie kell, ha az allitasa teljestl.

Ha ugyanis ap, > 14+ a1 + a2 + ... + ax—1 = n, akkor n nem irhaté fel az a1, a2, as, ... sorozatbol kivalasztott
szamok Osszegeként, hiszen ebben a végtelen sorozatban csak az ai, ag, ..., ax—1 elemek nem nagyobbak n-nél, és
mindezeknek az Gsszege még mindig kisebb néla.

4. Utolsoként azt a kérdést vetjiik fel, hogy hogyan kell a feladat feltevését kielégitd sorozatot megvalasztani, ha
azt akarjuk, hogy elemei a lehetd legnagyobbak legyenek. Megmutatjuk, hogy 1, 2, 4, 8, ... ez az optimalis sorozat.



Akarhogyan valasztjuk meg ugyanis a feltevést kielégits sorozatot, ebben minden k > 1 értékre teljesiil az
ap < 21

egyenlGtlenség. Ezt k-ra vonatkozoé teljes indukcioval bizonyitjuk be. A k = 2 esetben helyes az allitas, mert a feltevés
szerint a; < 14 a; = 2'. Legyen tehat k > 2, és tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil, ha benne k helyén nala kisebb
szam &ll. Ekkor

ap <l4ar4+as+...4ap1 <14+2042 4. 42F2=9ok1

ami allitasunk helyességét bizonyitja.

Az utolso egyenlGség, éppen feladatunk allitasara hivatkozva, azt a jol ismert tényt bizonyitja, hogy minden termé-
szetes szam felirhato 2 kiilonb6z6 hatvanyainak 6sszegeként. Belattuk tehét, hogy a vizsgalt tulajdonsagu sorozatok
koziil 2 hatvanysorozatdnak az elemei a legnagyobbak.

Harmadik feladat. Az ABCD négyzet AB oldaldt az E pont felezi, a BC és a CD oldalon pedig igy helyezkednek
el az F', G pontok, hogy az AG, EF egyenesek pirhuzamosak. Bebizonyitando, hogy az FG szakasz érinti a négyzetbe
irt kort.

I. megoldas. Ha a CFGa-hoz irt, az FG oldalt kiviilr6l érinté kor ezt az oldalt H-ban, a C'F, CG oldalak
meghosszabbitasat pedig a J, K pontokban érinti (2. abra), akkor ez utébbiakra

(1) CJ=CK & FJ+GK=FG

hiszen az egy pontbol ugyanahhoz a kérhoz vont érintészakaszok egyenldk, s ezért F'J = FH és GK = GH.

A B
J
,E'
D C

Azt allitjuk, hogy (1) a CF, CG oldalak meghosszabbitasain elhelyezkedd pontparok koézil csak a szoban forgo
érintési pontokra teljesiil. Ha ugyanis a J, K pontokat elmozgatva noveljiik vagy csokkentjilkk a C.J = CK tavolsagot,
akkor F'J + GK is novekszik vagy csokken, tehat mar nem lehet F'G-vel egyenld.

Ezek szerint elég azt bizonyitanunk, hogy a négyzet BC, CD oldalainak J, K felez6pontjaira (1) teljesiil, mert
ebbdl kovetkezik, hogy a J, K pontokban érints, tehat a négyzetbe irt kor érinti az FG oldalt is. Felhasznaltuk itt
azt, hogy J és K a CF, CG szakaszok meghosszabbitasan van. Ez abbol kiovetkezik, hogy AC || EJ és AK || EC, s
ezért a DGC sorrendbdl a CFJ sorrend, a BFC sorrendbdl pedig a CGK sorrend kovetkezik.

Legyen a négyzet oldala 2, azaz valasszuk hosszegységiil az oldalhossz felét. Ha tehat DG = =z, akkor

CG=2—uz, GK =x—1.
Az ADG, FBE haromszogek hasonlok, mert oldalaik parhuzamosak. Ezért 2 : x = FB : 1, tehat FB = 2/z, és igy

cr—2-2  Fr=2_1
X

T

Minthogy (F.J + GK)? = FG? bizonyitasara van sziikségiink, Pythagoras tétele szerint mar csak

(-] = (2 e

helyességét kell belatnunk. Ez valéban helyes, hiszen a bal oldal

2 2 2 2 2
<——2+x> = (——2> +2x<——2>+x2
X xr X



alakban irhato, s itt az utolsé két tag egyiittes értéke 4 — 4a 4 22 = (2 — :c)z.
II. megoldas. Ha a derékszogli CFG a-hoz irt, az FG atfogot kiviilrdl érint6 kor kozéppontja O (3. abra), akkor
(2) FOG< = 45°,

hiszen OF és OG felezi az egymast derékszoggé kiegészité JOH, HOK szdgeket, ahol H, J, K az el6z6 megoldasban
bevezetett pontok.

3. dbra

Azt allitjuk, hogy (2) az FCG derékszog szogfelezjén elhelyezkedd pontok koziil csak a szoban forgo kozéppontra,
teljesiil. Ha ugyanis O a szogfelezén elmozdulva kozeledik a szogfelezét metszé F'G szakaszhoz, vagy tavolodik téle,
akkor az FOG lat6szog novekszik, illetSleg csokken.

Ezek szerint elég azt bizonyitanunk, hogy (2) a négyzet O kozéppontjara teljesiil, tehat azt, hogy

(3) FOG< = GDO<.

E szogek koziil az els6t a GOD, FOB szogek, a masodikat a GOD, OGD szogek 180°-ra egészitik ki. Ezért (3)
igazolasahoz csak

(4) FOB< = OGD<

bizonyitadsara van sziikség.

Ennek bizonyitdsahoz abboél indulunk ki, hogy az ADG, F BE héromszogek hasonlésédga miatt DG : 2a = a : BF,
ahol 2a a négyzet oldalhossza. Eszerint DG - BF = 242, vagyis DG : DO = BO : BF, hiszen DO = BO = a/2. Ebbdl
az aranyparbol kovetkezik azonban, hogy GDOaA ~ OBFa, hiszen ezekben a haromszogekben GDO< = OBF < = 45°.
A hasonlosag miatt a két haromszog megfelels szogei egyenldk, tehat (4) valoban teljesiil.

III. megoldas. Mérjiik fel négyzetiink négy oldalara a CG = DL = AM = BN szakaszokat (4. abra). A forgas-
szimmetria miatt GLM N is négyzet. Messék az AG, LG egyenesek a BC egyenest a P, () pontokban. Minthogy az
ALDG pontnégyes a szerkesztés révén hasonld a PQCG pontnégyeshez, és az el6bbiben AL = DG, azért a maésik
pontnégyes megfelels pontjaira PQ = CG. Igy tehat PQ = BN.
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4. dbra

Minthogy E'F az APBAa kozépvonala, F felezi a PB szakaszt, tehat az ezen beliil szimmetrikusan elhelyezkedd
QN szakaszt is. Eszerint F' a derékszogli QNG atfogdjanak felezépontja, egyenls tavolsagra van tehat e haromszog
csucsaitol, azaz FG = FN. Ebbgl kovetkezik, hogy OFGa ~ OF Na, hiszen a forgasszimmetria miatt OG = ON,
tehat a két haromszog oldalai paronként egyenlék. A bizonyitott egybevagosagbol kovetkezik, hogy az O pont az FG,
F'N egyenesektol egyenls tavolsagra van, hogy tehat a négyzetbe irt kor az F'G szakaszt is érinti.

IV. megoldas. Ha az F pontot ismerjiik, akkor az AG || EF el6iras egyértelmiien meghatarozza a G pontot.
Ha F-bél a négyzetbe irt kérhoz masodik érint6t vonunk, akkor ez a C'D oldalbél F &ltal ugyancsak egyértelmiien
meghatarozott pontot metsz ki. Feladatunk azt allitja, hogy ez a két hozzarendelés azonos. Ezt most Ggy bizonyitjuk,
hogy a négyzetbe irt kort érinté F'G szakaszbol indulunk ki, és megmutatjuk, hogy AG || EF.

Tekintsiik a négyzetbe irt kor mellett a CFG a-hoz irt, a CF oldalt kiviilrél érinté kort (5. abra). Erintse ez a C.D
egyenest az R pontban. F' a két kor belsé hasonlésagi pontja, hiszen kozos belsé érint6ik metszéspontja. Ebb6l kovet-
kezik, hogy a két kort ellentétes oldalrol érinté és parhuzamos AB, DC egyenesek F, R érintési pontjai a hasonlosag
altal egymashoz rendelt pontok, hogy tehat az FE, F', R pontok egy egyenesen vannak.

5. dbra

Azt kell bizonyitanunk, hogy AG parhuzamos EF-fel, azaz ER-rel; tehat azt, hogy AERG parallelogramma.
Ehhez GR = AFE bizonyitasara van sziikség. Ez viszont kovetkezik abbol, hogy egyrészt AE = KC, ahol K a CD
oldal felez6pontja, mésrészt pedig GR = KC is teljesiil, hiszen ismeretes, hogy egy haromszog valamely oldalanak két
meghosszabbitasat a haromszoghoz irt korok az oldalhoz viszonyitva szimmetrikusan elhelyezked6 pontokban érintik.

Megjegyzések. 1. Harmadik feladatunk allitasa akkor is helyes, ha benne nem a BC, CD oldalakon, hanem a
BC, CD oldalegyeneseken elhelyezked$ pontokrol szolunk, és nem az F'G szakaszrol, hanem az F'G egyenesrdl allitjuk,
hogy érinti a négyzetbe irt kort. Harmadik megoldasunk kozvetleniil alkalmas ennek bizonyitasara is, a tobbinél pedig
csekély modositasra van ehhez sziikség. Az olvasora hagyjuk, hogy ezeket a mddositasokat megkeresse.

2. Akkor is helyes marad feladatunk &llitédsa, ha nem négyzetrsl, hanem rombuszrol szélunk, és F nem az AB oldal
felezGpontjat, hanem a rombuszba irt kor és az AB oldal érintési pontjat jelenti. Negyedik megoldasunk kozvetleniil
alkalmazhat6 ennek a bizonyitaséra is.

A rombuszra kimondott allitas szintén helyes marad, ha a BC, CD, FG szakaszok szerepét e szakaszok egyenesei
veszik at. A negyedik megoldas az el6bb mar emlitett modositas utan ezt is bizonyitja.

3. Pusztan megemlitjiik, hogy harmadik feladatunk allitasat nagyon gyorsan bizonyithatja, aki ismeri a kupszeletek
érintGirdl szolé Brianchon-tételt, s hogy ez a rovid bizonyités az el6bb emlitett altalanositasok mindegyikét kdzvetleniil
bizonyitja. A részletekbe itt nem bocsatkozhatunk, mert ehhez a kozépiskolai anyagot messze meghalado6 ismeretekre
volna sziikség.



