A sik lefedése egybevagé konvex sokszﬁgekke
(1. kbzlemény)

1. Az elemi geometridnak érdekes kérdéscsoportjat alkotjak az un. lefedési feladatok. Bar egyrésziik igen egyszert
eszkozokkel targyalhatd, mégis szamos nehéz és még megoldatlan probléma tartozik ebbe a korbe.

Sikidomok valamely rendszere egyrétiien és hézagtalanul fedi le a sikot, ha a sik minden pontja valamely sikidom
belsejében vagy a hataran van, és nincs a sikon olyan pont, amely benne lenne két sikidom belsejében is. Azt mond-
hatjuk, hogy a lefed6 idomok nem nyulhatnak egymésba, tgy helyezkednek el, mint a padlozat parkettéi; ezért a sik
egyréti lefedését parkettazsnak is szokas nevezni.

A tovabbiakban a sik olyan egyrétd és hézagtalan lefedéseivel foglalkozunk, amelyekben a fedGidomok egybevago
konvex sokszogek — tehat eltolassal, forgatassal, tiikrozéssel egymasba atvihetSk —, lefedésen (parkettazson) a kovet-
kezgkben ilyen lefedést értiink. Néhol utalunk majd arra, hogy allitasaink konkav (de nem hurkolt) fedSidomokra is
érvényesek. Ha a sik egy adott konvex sokszoggel egybevago sokszogeket felhasznalva lefedhets, azt mondjuk, hogy a
sokszogbol lefedés (parkettazs) készithets, vagy a sik a sokszoggel lefedhetd.

Nem minden sokszogbdl készithetd parkettazs. Kozismert pl., hogy a szabalyos sokszogek koziil csak a harom-,
négy- és hatszoghdl készithet parkettazs, de nem készithets pl. 6t-, hét- és nyolc oldaliboél, mert olyan és csak olyan
szabalyos sokszoghdl készithets, melyben egy sz6g valamely t6bbszorose 360°.

Masrészt, ha valamely sokszoghol képezhets parkettézs, akkor a lerakds — az idomok egymés mellé illesztése —
altaldban nem tetszés szerinti. Nyilvanval6 pl., hogy a szabalyos hatszog egy példanyat letéve, az ehhez kapcsolédo
6 hatszog helyzete és folytatolag a lefedés minden hatszogének helyzete egyértelmien meghatarozott. Hasonlokép-
pen egyértelmien meghatarozott az idomok csatlakozasa a 6. abran. Viszont pl. szabalyos haromszoggel, melynek
magassaga m, le lehet fedni a sik olyan végtelen szalagjat, melyet két egymastol m tavolsdgban halad6é parhuzamos
hatarol; ilyen szalagokat egymés mellé illesztve az egész sik lefedhets, de a szalagok egymés mellett tetszés szerint
elcsuisztathatok (1. abra, ilyenféle az tn. hajopadlo és a téglakotés is — 2. abra —, a padloburkolat, a fal igy er&sebb).
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Ezek szerint a lefedd idom alakja mellett a lerakasi médot is tekintetbe kell venniink.

Allapodjunk meg néhany elnevezésben, melyeket gyakran hasznalunk. A sik azon pontjait, melyekben a fedsido-
moknak cstcsai vannak, csomdpontoknak, roviden csomoknak nevezziik. Egy csomo6ban tehat tobb csics van, legalabb
ketts. Azokat a szakaszokat, melyekben a fed6idomoknak oldalai vannak, tovabba melyeknek végpontjai csomépontok
és belsejiikben nincs csomoépont, éleknek nevezziikk. A csomoét mdsodfajuinak nevezziik, ha minden rajta d&tmend oldal-
nak végpontja (1. d4bra, M), és elséfajinak, ha valamely oldalnak belss pontja (1. és 2. dbra, E). Lathato, hogy minden
els6faju csomoban legalabb 2, minden méasodfajuban legalabb 3 cstcs esik egybe. Az egy csomot alkotd csicsoknal
levs szogek Osszege els6faju csomoban 180°, mésodfajuban 360°. — Ha a lefedés minden csomdéja masodfaji, vagyis
egy csucs sem esik egy masik sokszog oldalanak belsejébe, a lefedést méasodfajunak nevezziik. — Beszéliink majd a
parkettazs vdzarol is, ezen az élek és csomok olyan rendszerét értjiik, melyben hossziisigokra, szogek nagysagara nem
vagyunk tekintettel. A vaz csak azt hatarozza meg, hogy egy-egy csomobol hany él indul ki, és hogy mely csomok
vannak élekkel osszekdtve.

1 A szerz6nek a budapesti Ifjusagi Matematikai Korben 1960. januar hoban tartott elGadasa



2. Felvetodik a kérdés: milyenek azok a konvex sokszogek, amelyekbd] parkettazs készithet6? A sokszog oldalainak

szama tekintetében a probléma meg van oldva: lefedés csak 3-, 4-, 5- és 6-sz0gbdl épithets ki. A sokszog alaki tulaj-
donségaira azonban 5- és 6-szogek esetében még csak részeredmények vannak. Alabb elsGsorban ezekre a kérdésekre

vonatkozd eredményeket mutatunk be, a lerakas kérdését csak mellékesen érintjiik. ElSkészitésiil két egyszeri lefedést

Mindenki ismeri a paralelogramma réacsot, ez paralelogrammabol készitett parkettazsnak tekinthetd (3. abra).
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3. dbra

Ilyet barmely paralelogrammabol készithetiink. (A racsban elsGsorban a racspontokat szokas tekinteni, ezért bar-
mely racshoz végtelen sok paralelogramma parkettazs tartozik.) A 4. és 5. abrak két tovabbi példat mutatnak arra,

hogy a parkettazst az alapparalelogramma nem hatarozza meg egyértelmien.

4. dbra

Az 5. abra példajan a paralelogramma, oldalainak arédnya racionéalis szam, ilyen esetekben tobb, egymasba eltoldssal

&t nem vihet§ paralelogramméboél nagyobb paralelogrammakat épithetiink ki.

5. dbra



Kevésbé ismert, de szintén igen egyszerd lefedést készithetiink barmely (konvex vagy konkav) centrélisan szim-
metrikus hatszoghol (6. és 7. abra). Vegyiink egy centréalszimmetrikus hatszoget és toljuk el ugy, hogy egyik oldala
a szemkozti oldallal essék egybe. Az eltolast ugyanigy folytatva — mindig ugyanazok az oldalparok essenek egybe —
végtelen sok hatszogbdl allo, fogazott széld szalagot kapunk.

7. dbra

Mivel két ilyen szalag ujabb alkalmas (mas irany) eltolassal hézagtalanul Gsszeilleszthetd, azért akdrhéany barmilyen
hosszi ilyen szalagot egymaéshoz illeszthetiink, s igy az egész sikot lefedhetjiik.

Ezek alapjan konnyen valaszt adhatunk arra a kérdésre, hogy a sik milyen haromszogekkel és négyszogekkel fedhetd
le.

I. tétel: A sik barmely hdromszdggel lefedhetd.

Egy tetszés szerinti haromszoget barmelyik oldaldnak felezGpontjara tiikkrozve paralelogrammat kapunk. A sik
ezzel a paralelogrammaval lefedhets. A lefedés paralelogrammait az eredeti haromszoggel egybevagd haromszogekre
bonthatjuk, ezért a sik lefedhets az eredeti haromszoggel.

II. tétel: A sik barmely (konvex vagy konkav) négyszdggel lefedhetd.

Az el6z6h6z hasonldéan barmely négyszoget egyik oldaldnak felezSpontjara tiikrézve vagy centralszimmetrikus hat-
szOget, vagy paralelogrammaét kapunk (8. dbra), ebbdl pedig készithet6 parkettazs.

8. dbra

(Konkéav négyszognek csak egy 180°-nél nagyobb szoge lehet, igy a tiikrozés ilyen szog melletti oldal felez6pontjan
is lehetséges. Konvex négyszogbdl kiindulva konkav hatszoghoz is juthatunk.)

Az 6tsz0g parkettazsokra vonatkozo alabbi eredmények részben elégséges, részben sziikséges feltételt adnak a
lefedésre alkalmas Otszogre. Olyan feltétel, amely sziikséges is, elégséges is, eddig nem ismeretes.



IITa. tétel: A sik bdarmely olyan otszdggel lefedhetd, melyben két szomszédos szog dsszege 180°.
A szoban forgo szogek nem kozos szarai parhuzamosak, igy az 6tszoget a cstucsaik kozti oldal felezGpontjara tiikrozve
centréalszimmetrikus hatszoget kapunk (9. dbra).
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9. dbra

IIIb. tétel: Ha valamely 6tszogbdl parkettazs készithetd, akkor nem lehet az Gtszog minden szége tompaszog.

Tegyiik fel, hogy egy 6tszognek minden szége tompaszog, és mégis készithets belsle parkettazs. Igy a lefedés minden
csomoja méasodfajia, mert két tompaszog Osszege nagyobb az els6faji csomok 180°-os szog terénél. Ennélfogva minden
csomodbol pontosan hérom él indul ki, mert az 6tszog barmelyik négy szogének Osszege nagyobb és barmelyik két
szogének Osszege kisebb 360°-nal, a masodfaju csomok szogterénél.

Ezek alapjan egy 6tszoghdl kiindulva egyértelmiien megkezdhetjiik a parkettézs vazanak kiépitését (10. abra).
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10. dbra

Az 1-es Otszogre tamaszkodo 0t 2-es Otszog sziikségképpen paronként egymashoz is tamaszkodik; igy 3-3 oldalak
mar foglalt, szabad oldalaik egyiittes szama 10, az ezeken levs csomok valtakozva maris 2-, ill. még csak 2-éliek. Igy
az 0t 3-éld csomobba befutd, 3-as 6tszogek az eddigiekhez két oldalukkal, egyméashoz pedig az 6t, eddig 2-éld csomo6bol
kiindul6 harmadik élekben egy-egy oldalukkal tdmaszkodnak, tehat 4 oldaluk foglalt, szabad oldalaik egyiittes szama
5. Ezek olyan 0Otszoget alkotnak, melynek minden csoméjaban méar most 3 él fut Ossze. Eszerint a felépités nem
folytathato, a feltevés helytelen volt. Tehat ha az 6tszogbol parkettazs épithet ki, akkor van legalabb egy 90°-nal nem
nagyobb szoge.

Megvizsgalva, hogy a bizonyitdsban mit hasznéltunk fel, rajoviink, hogy lényegesen altalanosabb tételt bizonyitot-
tunk be: a sikot nem lehet 6tszogekkel tgy lefedni, hogy minden csomo6boél pontosan harom él induljon ki, még akkor
sem, ha nem koveteljiik az 6tszogek egybevagosagat.

Illc. tétel: Ha valamely 6tsz6gbdl mdsodfaji parkettizs épithetd ki, akkor az dtszégnek van két egyenld oldalall

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van csupa kiilénb6z6 oldala 6tszog, amelybsl masodfaju parkettazs készit-
het6. Igy az 6tszogek csak a megfelels oldalaik mentén illeszkedhetnek egymashoz. Konnyti belatnunk, hogy az ebbél
kiépitett parkettdzs minden csoméjabol legalabb négy él indul ki. Ha ugyanis lenne egy 3-éld csomoja, amelyben az
I, II, 11T 6tszogek paronként az a, b, ¢ hosszusagu éleikkel illeszkednének (11. abra), akkor az I és 1T 6tszoghdl adodik,
hogy a-nak b és ¢ szomszédai, igy b és c az I és II 6tszogben méasodik szomszédok, mivel nincs az 6tszognek még egy a
hosszusagu oldala; viszont b és ¢ a III 6tszogben szomszédosak.

2Ezt a tételt Kdrteszi Ferenc tiizte ki feladatként, Mat. és Fiz. Lapok 50 (1943) 370. o., 21. feladat. Megoldasa a lap megszlinése miatt
nem jelent meg.



11. dbra

Ellentmondasra jutottunk, igy a lefedésnek egy csticsa sem lehet 3-éld, minden csics legalabb 4-éld.
Tekintsiik a parkettazs egyik P 6tszogét az 6t koriilvevs Otszogekkel egyiitt (12. abra).

12. dbra

Jeloljiik P egymés utani oldalait a, b, ¢, d, e-vel. Mivel ezek kiilonbozdk, és a parkettazs masodfaja, azért a P a-
oldaldhoz illeszked6 6tszognek a kozos a oldal végpontjaibdl mint csomokbdl kiindulé tovabbi élei koziil az egyik b,
a masik e hossziasagt. Hasonléan a b oldal végpontjaibél egy-egy tovabbi a és ¢, a ¢ oldal végpontjaibol egy-egy b
és d, a d oldal végpontjaibdl egy-egy c és e, végiil e végpontjaibol egy-egy d és a hosszuségu él indul ki — esetleg
tovabbi mas élek mellett. Vagyis a P Osszes cstcsaiba mint csomoékba befuté élek kozott mindegyik 6tszogél legalabb
tovabbi kétszer szerepel. Masrészt mindegyik csomoébol legalabb 4 él indul ki, azért az 6tszog oldalaihoz tdmaszkodo
Otszogek kozé minden egyes csticsban benyulik még legalabb egy tovabbi 6tszognek egy szoge. Ez az 6t — vagy tobb
— benyul6 sz6g a bezaro oldalak hossza szerint legalabb haromféle (nagysagra természetesen lehetnek egyenldk is),
mert ha csak kétféle szog szerepelne, akkor legfeljebb négy kiilonbo6zé él alkotné Gket, ennélfogva széraik kozott nem
szerepelhetne mind az 6t oldal. Legyen az 6tszog harom olyan szoge, amely szerepel a benyuld szogek kozott, a, 3,
~v. A P 6t csticsanal mint csomoknal levd szogek Gsszege 5 - 360° = 1800°. Ez Osszetevidik egyrészt P belss szogeibdl
(540°), ezenkiviil az oldalakhoz tamaszkodd 6tszogek szogeibdl — amelyek kozott az Gtszog mindegyik szoge kétszer
szerepel, és igy Osszegiik 2 - 540° — végiil a benyul6 szogekbdl. Ha a benyuld szogek koziil «, (8, v mindegyikét csak
egyszer vessziik figyelembe, akkor nyilvanvalé, hogy

1800° > 540° + 2 - 540° + o + 8 + 7,

AZAZ
o+ B+~ < 180°.

Igy pedig az 6tszog tovabbi két szogének dsszege nagyobb 360°-nal, tehat legalabb egyikiik nagyobb 180°-nal, az 6tszog
nem konvex. Ellentmondasra jutottunk, feltevésiink nem &allhat fenn, vagyis az 6tszognek van két egyenls oldala. Ezt
akartuk bizonyitani.

Megjegyezziik, hegy itt a végtelenbe nyulé parkettazs 1étezését sem hasznéltuk ki, csak az egy 6tszoghoz éllel vagy
csticesal csatlakozd Gtszogeket vettiik tekintetbe. — A bizonyitas els6 részében azt sem hasznéltuk ki, hogy 6tszogrol
van sz6, csak harom kiilonb6z6 oldalrol beszéltiink. Igy ha egy tetszéleges méasodfaji parkettazs alapsokszogének —
ami legalabb haromszog — nincs két egyenld oldala, akkor minden csomépontjaboél legalabb négy él indul ki.

Hasonloéan lathato be a kovetkezd allitas:

IV. tétel: Ha valamely hatszogbdl kiépithetd mdsodfaji parkettdzs, akkor a hatszégnek van két egyenld oldala. —

Bebizonyitjuk, hogy a lefed6 sokszog oldalainak szdma tovabb nem emelhetd.

V. tétel: Hatnadl nagyobb oldalszami konvex sokszdggel nem készithetd parkettdzs.

Feltessziik, hogy van olyan konvex n-szog (n > 7), amellyel a sik lefedhetd. Legyen az n-szog teriilete ¢ és egy tetszés
szerinti, a sokszoget feds kor atmérdje d. (E kort végtelen sokféleképpen valaszthatjuk, de egyszeri megvalasztésa utan
nem valtoztatjuk.) Eszerint a sokszog barmely két pontjanak téavolsidga nem nagyobb d-nél, hiszen d-nél hosszabb
szakaszt nem lehet d atmérgji korrel lefedni. Be fogjuk latni, hogy nem fedhets le akarmilyen nagy négyzet az n-
szoggel. Ezt az eredményt egy nagy négyzetben levd sokszogek és csomoépontok szadmanak kiilonb6z6 médokon vald
megbecslésével fogjuk nyerni.

Boritsunk a lefedettnek gondolt sikra egy a oldali négyzetet. Jeloljik a négyzetben levd elsd-, ill. méasodfaja
csomoépontok szamét si, ill. se-vel, a négyzetben teljesen benne levé sokszogek szamét K-val, a bennlevs és benyilo
sokszogek egyiittes szamat L-lel (egy sokszoget akkor mondunk benyulonak, ha belsé pontja is van a négyzetben).

Huizzunk az a oldald négyzet oldalaitdl d tavolsagra parhuzamosokat. A négyzeten kiviil haladd parhuzamosok egy
a + 2d oldali négyzetet hataroznak meg, amely magaba foglalja az a oldalt négyzetet, a tobbi parhuzamosok pedig
egy a — 2d oldalu négyzetet, ez benne van az a oldaluban (13. abra).



13. dbra

A t, d, a értékek alapjan becslést adhatunk a K és L szamokra. Az a oldali négyzet belsejében levs és az abba
benyulé sokszdgek benne vannak az a + 2d oldald négyzetben. Mas széval az a + 2d oldala négyzet lefedi az a oldalu
négyzetben levé és oda benyuld sokszogeket, ezért az L szamu sokszog teriilete kisebb az a + 2d oldali négyzet
teriileténél (még akkor is all ez, ha L-be tartoznak a csak cstcsukkal az a oldald négyzethez éré sokszogek is), azaz

L-t<(a+2d)? vagyis

(a +2d)>

(1) L< .

Hasonléan az a oldala négyzetben levs sokszogek lefedik az a — 2d oldala négyzetet, ezért a K szamu sokszog egyiittes
teriilete nagyobb az a — 2d oldala négyzet teriileténél, és ebbdl

(2) K> M,

(1) és (2) alapjan felsd és also becslést adhatunk az sy és sy szamokra, ugyancsak ¢, d, és a, valamint n felhasz-
nalasaval. Az a oldalu négyzet belsé csomopontjaiba csak olyan sokszogek csicsai eshetnek, amelyek vagy az a oldald
négyzetben vannak, vagy oda benytilnak. E csomdpontokba esé csticsok szdma tehat nem nagyobb az L szamu sokszog
Osszes cstcsainak szaménal, ami L -n. Mivel az els6faji csomokba legalabb két, a masodfajiuakba legalabb harom csics
esik, azért

251+ 3590 < L -n.
Masrészt (1) alapjan
2
cler20
t
ezért

2d)°
(3) 251+382<(a"—%.n
Az a oldald négyzetben levd csomépontokban taldlhato szogek tartalmazzék a négyzetben levé K szamu sokszog
Osszes szOgét és a benyulok néhany szogét. Ezért a csomoépontokban talalhaté szogek 0sszege vagy nagyobb a négyzetben
teljesen benn levé n-szogek szogeinek Osszegénél vagy egyenls avval. Az elséfaju csomokban 180°-nyi, a masodfajuakban
360°-nyi szogtér van, masrészt az n-szog szogeinek osszege (n — 2) - 180°, igy

(4) s1+-180° + s2 - 360° > K (n — 2) - 180°.
Osszuk egyenlGtlenségiinket 180°-kal és irjuk K helyett a (2) jobb oldalan 4ll6 kifejezést. Igy nyilvan

(n—2) (a —2d)

< 81+ 252.



Avégett, hogy a jobb oldalon (3)-hoz hasonloan 3so alljon, szorozzuk meg a egyenlGtlenséget 3/2-del, majd irjuk
s1 igy adodo 3/2 egyiitthatoja helyére a nagyobb 2 értéket:

3 (a — 2d)*

S (n-2)- .

3
2 < 581 + 359 < 281 + 3s9.

Ezt (3)-mal egybevetve olyan egyenl6tlenséget kapunk, amelyben lényegében mér csak a, d és n szerepel:

N W

(a —2d)? - (a +2d)> .

(=2 t

Innen szorzassal, rendezéssel, majd a pozitiv n — 6-tal val6é osztas atjan

(n —6)(a® +4d”) < (20n — 24) ad,

a4 4d% < M ad,
n—=6
a bal oldalrél a pozitiv 4d*-et elhagyva és a-val osztva
20n — 24
< 6 -d
Végiil, mivel a jobb oldali els6 tényezére
20n — 24 96

=20+ —— < 20496 =116
n—6 +n—6_ + ’
azért
a < 116d.

Ez azt jelenti, hogy a d-nél 116-szor nagyobb oldali négyzetet mar nem lehet n > 7 oldalt sokszoggel lefedni, és éppen
ezt akartuk bizonyitani. Tehéat az V. tétel valéban fennall.

A bizonyitasban a feltevéseknél joval kevesebbet hasznaltunk fel. A sokszogek konvex voltat csak annyiban, hogy
nincs olyan masodfaju csomopont, melyben csak két csiics esnék egybe, vagyis ahol a 360°-0s szogteret csak két csiics
toltené ki. Nem hasznaltuk ki a sokszogek egybevagdsagat sem, csak azt, hogy teriiletiik egyenld, és van olyan kor,
amellyel a parkettazs valamennyi sokszoge lefedhetd.

Nem szabatosan, de szemléletes fogalmazéasban a bizonyitast a kovetkezGképpen vazolhatjuk. Egy elséfaja csomoban
legalabb két cstics esik egybe, és ezért a csomo 180°-0s szogterében a fedGidomoknak legalabb két szoge helyezkedik el.
Igy egy szogre ,atlagban” legfeljebb 180°/2 = 90° jut. Hasonléan a masodfaji csomékba befuto szogekre ,atlagban”
legfeljebb 360°/3 = 120° jut. Ezek azt jelentik, hogy az n oldala fedGsokszogek ,atlagos” szoge nem lehet nagyobb
120°-nél, vagyis

M < 120°,
n

és innen
n < 6.

Ha tehat n > 7 lenne, akkor a fed6sokszogek szogei ,,nem férnének el” a csomédpontokban rendelkezésre 4ll6 szogterek-
ben. — Az a oldalu négyzettel tulajdonképpen akkora teriiletet kerestiink, melyen a kiegyenlitGdések ellenére is kittinik
az ellentmondas.



