Ebben a cikkben egy példaval kapcsolatban olyan fogalmat ismeriink meg, amely tulajdonképpen a fels6bb mate-
matikaba tartozik, mégis hozzaférhets egyszerd eszkozokkel.

Adott A pontbol meghatarozott ¢ kezd@sebességgel torténs ferde hajitassal, el kell talalni egy meghatarozott
helyzeti B pontot. Milyen « szdggel torténjék a hajitas?

B pont helyzetét © = AC és y = CB koordinatai hatarozzak meg. Az elhajitott targy helyzetét, mint az idé
fliggvényét a ferde hajitas kdzismert torvényei alapjan ezek a képletek adjak meg:
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t 1d6 kikiiszobolésével kapjuk a palya fiiggvényeit:
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Célszerd rovidits jelolésként vezessiik be az F' = ;— mennyiséget, a fiiggsleges felfelé hajitas magassagat. Ezt hasznélva
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Feladatunk azon « szog megkeresése, amely mellett a ¢ kezd&sebességgel elhajitott targy eltaladlja B pontot. Ebben
az esetben a péalyat jellemzé fliggvényben x és y jelentik a megadott B pont koordinatéit, o pedig az ismeretlen.

Felhasznalva az —— =1+ tg?a azonossagot
cos? o
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y:tga-x—ﬁ~(1+tg2o¢)x2.

Ezt az egyenletet tg a szerint rendezziik:
x2tg2a —4Fz -tg a+ (4Fy + ;1;2) =0.

Megoldjuk tg a-ra, és megkapjuk a B pont eltaladlasahoz sziikséges szoget:

2F £ \/4F2 — 4AFy — 22
tg a = .

Lassunk egy szampéldat. Legyen ¢ = 28 m/ sec, g = 980 cm/ sec?, ekkor F' = 40 m. Az eltaldlando B pont koordinatai
legyenek x = 50 m, y = 21,875 m. Ekkora megoldoképlet alapjan:

tg o = 1,6 £ 0,4, tg a1 = 1,6 +04 = 2, o1 = 63°26/,
tg an = 1,6 — 04 =12, as = 50°12.

Tehat adott sebesség mellett B pont két roppalyan taldlhaté el, amelyek koziil az egyik laposabb, és ezen révidebb
id6 alatt ér az elhajitott targy a B pontba, a masik palya meredekebb, ezen kés6bb ér B-be az elhajitott targy. Ezt
a fizikai koriilményt, hogy megadott sebességgel két palyan érhet6 el B pont, az tiikrozi vissza, hogy egyenletiinknek
két megoldasa van.

Mas a helyzet, ha a célba vett pont masutt van. Legyen példaul ugyanazon ¢ = 28 m/ sec sebesség mellett x =
5000 m, y = 4000 m. Az adatokra ranézve azonnal felttinik, hogy itt valami nincs rendben: ilyen messze levs célpont
ezzel a sebességgel nem taldlhatoé el. Kideriil ez az egyenlet oldoképletébdl is, amelyben a négyzetgyok alatti mennyiség
ekkora x és y mellett negativ.

Ha tehat adott ¢ sebességgel hajitunk a legkiilonbdz6bb irdnyokba, akkor a tér pontjai két csoportba oszthatok.
Vannak olyan pontok, amelyek két hajitasi palyan is eltalalhatok (ilyenkor egyenletiink oldoképletében a négyzetgyok
alatti mennyiség pozitiv). De vannak olyan pontok is, amelyek a megadott elhajitasi sebesség mellett semmiféle médon
sem érhetdk el (ekkor a gyokjel alatti mennyiség negativ). A fiiggéleges sik (a tér) pontjai két tartomanyra oszlanak:
a kétféle palyan eltalalhato és az egyaltalan el nem érhet6 pontok Osszességére. Ez a két tartoméany valahol, egy



goérbe mentén hataros. Ha olyan pontot valasztunk ki, amely a hataroldé gorbe mentén fekszik, és ennek koordinatait
helyettesitjiik a megoldéképletbe, akkor a gyokjel alatti mennyiség nulla:

4F% —4Fy —2® = 0.
Az egyenletnek ilyenkor csak ez az egy megoldasa van:

2F
tg oo = —.
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Tehat a 4F2 — 4Fy — x? = 0 egyenlet olyan z, y koordinataju pontokat valaszt ki, amelyek csak egyféle palyan érhetSk
el. Az egyenlet rendezve:
1
=F - —.2%
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Ez a gorbe olyan parabolat jelent, amely az y tengelyt F', az x tengelyt +2F tavolsdgban metszi, és fokusza az
origoban van. Neve burkologorbe. Adott kezdGsebességii hajitasokat tekintve ezen vannak azok a legmesszebb fekvs

pontok, amelyek a hajitassal elérhetdk, és ezek a pontok csak egyetlen hajitasi palyaval érhetsk el.

Valamennyi (adott ¢ kezd&sebességi, kiilonb6z6 indulédsi szogi) hajitasi pélya beliilrsl érinti a burkologorbét.
Természetesen ugyanez a helyzet valamennyi, az y tengelyen dtmend fliggdleges sikban: a burkolé parabolédk forgés
feliiletet, forgasi paraboloidot alkotnak. Ezt ismerve sok feladatot igen gyorsan tudunk megoldani. Példaul a legnagyobb
hajitéasi tavolsagot a burkolofeliiletnek az x tengellyel valo metszéspontja jeloli meg. Ekkor a célpont = koordinataja

F 2F
x = 2F és az ehhez a palyahoz tartozo elhajitasi sz0g tg « = — alapjan: tg « = — =1, igy o = 45°.
A burkologorbe szerepérdl lassunk még egy példat. Adva van egy vizzel telt edény, fiiggleges oldalfalakkal. A viz
felszine alatt milyen mélységben (h) kell lyukat nyitnunk, hogy a vizszintes hajitas torvénye szerint kiomls vizsugar

eltalalja a megadott helyzett, =, y koordinataju B pontot?
Egyszeriség kedvéért helyezziik az origot az edény oldalfalahoz, a viz felszinére, és az y tengelyt iranyitsuk lefelé.
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h mélységbdl ¢ = 2gh sebességgel 6mlik ki a viz és ¢ masodperc alatt © = ct tavolsagra, y = I ¢ + h mélységre

jut el. A vizsugar ugyanis h mélységben indul el, és ehhez kell hozzdadni az esés utjat. ¢ kikiiszobolésével kapjuk a
hajitasi palya fiiggvényét:
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Felhasznalva a kezd6 sebesség ¢ = 1/2gh értékét:

Ly
= h.
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A palya fiiggvényébdl kiesik g; az edénybdl kiomls viz palyai a Holdon is ugyanazok volndnak. Ennek oka: kisebb g
esetén a gravitacio kisebb mértékben gorbiti lefelé a parabolat, viszont kisebb a kezdd sebesség is.
A mi feladatunkban az a kérdés, adott z, y koordinataju B pont eltaldlasdhoz milyen mélyen nyissunk lyukat az
edényen? Egyenletiinket adott =, y mellett h-ra kell megoldanunk. Rendezve:

4h* — 4yh + 2* = 0.

Ennek megoldasa
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Ismét két megoldas adodik, kétféle lyukmélység mellett talalja el a vizsugar a B pontot. A burkologorbén fekvs pontok
x, y koordindtainak Osszefiiggését a négyzetgyok alatti mennyiség eltiinése szolgaltatja:

y? — 22 =0.



Innen y = x. Tehat a burkologorbe 45°-ban lefelé haladé egyenes.
Gondolatmenetiink egyszeri eszkozokkel vezetett el a burkologorbe fogalméhoz, ez pedig elGsegiti egyes feladatok
megoldasat. (Lasd a kozolt ide tartozo feladatot!)



