Sokan nem is sejtik, hogy a zene milyen szoros Osszefiiggésben van a matematikival. Pedig a zene mai magas fokara
val6 felemelkedését nem csupén a zeneszerzsk alkotd tehetségének, hanem részben a matematikusok munkassaganak
is koszonheti. Errdl szol ez a cikk, amelyet bizonyos idékozokben még tobb is fog kdvetni, hogy lapunk olvaséinak
valamelyes fogalmuk legyen azokrol a kiizdelmekrdl és eréfeszitésekrsl, amelyek mai, most méar el6relathatéan végleges
hangrendszeriink kialakul4dsadhoz vezettek.

A zene olyan régi, mint maga az emberiség. Mar az Gsember felismerte a természet adta hangok sokféleségében a
zenei hangok és a zorejek kiilonbségét, s igyekezett, az elbbieket részint beszédszerve, részint mesterségesen készitett
eszkozok (sip, lant) segitségével maga is létrehozni. Eszrevette a zenei hangoknak magassagi kiilonbozoségét, s ezeknek a
kiilonb6z6 magassagi hangoknak egymas utan rendezésével megalkotta az els6 primitiv dallamokat. Az 6sszhangokat
még nem hasznalta, dallamai egyszoélamiak voltak, s terjedelmiik is csak néhany hangra szoritkozott, de méar ez is
kétségteleniil zene volt, egyszolami, homofon zene.

A hangmagassagot tulajdonképpen folytonosan novelhetjiik, s igy a magassagra nézve kiilonb6zé hangok szama
végtelen nagy, a zenében azonban csak ugrasszertien valtozé hangokat hasznalhatunk, mert a folytonosan valtozd
magassagi hang fiiliinket bantja. (Gondoljunk csak a légoltalmi riasztésnal, vagy a mentGautoknal hasznélt sziréndk
ijeszt6 hangjara.) A zenében felmeriils els6 probléma tehat az volt, hogy a kiilonb6z6 magassagi hangok végtelen
sokasagabol kivalasszuk azokat, amelyekbdl dallamokat, melodidkat lehet alkotni. Ehhez a kiindulépontot az ember
fiile, hallasa szolgéltatta.

Az ember mar nagyon koran észrevette, hogy egy kezdGhangbol kiindulva, a hangmagassagot fokozatosan névelve
egyszer csak olyan hanghoz érkezik el, amelyet fiile a kezd6hanghoz rendkiviil hasonlénak, szinte a kezd6hang maga-
sabb fekvést ismétldésének érez. Ezt a hangot a kezdShang oktdvjdnak nevezziik. (Az elnevezés okat késébb fogjuk
latni.) Ezt a hangot mindig megtalalhatjuk, barmilyen hangbol indulunk is ki, vagyis a hangok névekvs magassagu
sora oktavokban ismétlédik. Az ismétlGdés-érzet nem tanulds vagy nevelés eredménye, ezt a természet maga oltotta
belénk, hiszen minden népnél megtalédlhaté, még a kultira legalsé fokan allé Gskori népeknél is. Midén ezek vallasos
vagy tarsadalmi szertartadsaik alkalmaval Gsi dalaikat kozosen énekelték, akkor a ndk természetszertien egy oktavval
magasabban intonaltak ugyanazon dallamot, mint a férfiak, anélkiil, hogy errdl hatarozott tudatuk lett volna. Még
ma is megtorténik, hogy nem nagy zenei képzettséggel rendelkez6 emberek a zongoran leiitétt hangot egy oktavval
magasabban vagy mélyebben éneklik s tévedésiiket nem veszik észre.

A hangoknak ez az oktavokban val6 ismétlédése mar most lehetévé teszi szamunkra, hogy a zenében hasznalandé
hangokat csak egyetlen ilyen oktav keretén beliil valogassuk ki. Ez a kivalogatas a kiilonb6z6 népeknél, de a kiilonboz6
korokban is mas és mas irdnyelvek szerint tortént, s hol tisztdn a hallasra, hol pedig matematikai spekulacidokra
tamaszkodott. Mint a mutvészetek és tudomanyok legtobb agaban, itt is az 6kori gérogok a késébbi nemzedékekre
maradandé hatast gyakoroltak. Az 6 hangrendszeriik volt az alapja a kozépkori skaldk kialakulasanak, s az ezekbdl
leszarmaztathat6 mai hangrendszeriinknek is.

Barmennyire homofén jellegd volt is az akkori zene, mégis észrevették, hogy két hangot egyszerre szélaltatva meg,
fiillink ezt néha kellemesnek, méaskor viszont kellemetlennek talalja. Pythagoras, az O6kor hires filozéfusa és mate-
matikusa, aki minden dolog lényegét a szdmokban latta, ezt az érzést is szdmviszonyokra igyekezett visszavezetni.
Vizsgélataihoz a monochordot hasznalta (monos = egyediili, chorda = hur), amely egy hosszu fadobozra feszitett
huarbol allott. Ezt a hurt egyik végén csavar segitségével kiilonbo6z6 erével lehetett kifesziteni, hosszisagat pedig a
har alatt csisztathato labbal lehetett valtoztatni. A megpenditett hiur a feszitéstél és a har hosszusagatol fliggen
més és mas hangot adott. Ha ezeket a kisérleteket mi is el akarjuk végezni, az el6bbi hur mellé még egy masodikat
is fesziteniink kell, s a kisérletek kezdetével ezt a két hurt pontosan sszehangoljuk. Igy minden hangot az eredetivel
konnyen Gsszehasonlithatunk.

Ezek a kisérletek azt mutatjak, hogy a har hangjanak oktavjat akkor kapjuk meg, ha a har hossztusagat valtozatlan
feszités mellett felére roviditjiik. Ha a feszitSerG valtoztatasaval a hir alaphangjat megvaltoztatjuk, akkor is mindig
ugyanezt talaljuk. Pythagoras ezért az oktavnyi hangtéavolsagot (hangkézt, intervallumot) ezen két hosszisag aranyéaval
fejezve ki, vagyis az oktav mértékéiil az: 1/2: 1, azaz 1 : 2 aranyt vette fel.

Az eredeti har hosszusagat ezutan 2/3-részére roviditve egy tjabb, az oktavnal alacsonyabb hangot kapunk, amely
az alaphanggal egyiitt majdnem olyan kellemesen hat, mint az oktavok egyiitthangzasa, de itt mar nem érezziik a két
hangnak azt a szinte teljes Gsszeolvadasat, amelyet az oktavoknal vehettiink észre, itt mar hatarozottan halljuk, hogy
két hang szol egyszerre. A most nyert hang az alaphanggal az el6bbiek szerint olyan hangkozt alkot, amelynek mértéke
2/3:1, vagyis 2 : 3.

Az alaphanggal kellemesen egyiitt hangzo tovabbi hangra akkor jutunk, ha a har hosszusagat 3/4 részére csokkent-
jik. Ennek a hangkoznek mértéke tehat 3/4 : 1, azaz 3 : 4.

A kellemes egyiitthangzast konszonancidnak, a nem kellemest disszonancidnak nevezziik s ennek megfelelGen a
hangkdzoket is konszonéns, vagy disszonans hangkézoknek mondjuk. Mint latjuk, Pythagorasnak sikeriilt a hangkdzt,
amely végeredményben tisztan fizioldgiai érzet, mérheté mennyiséggé alakitani, s két egész szam ardnyaval mérnie,
egyuttal pedig felfedeznie, hogy a hangkozt annal konszondnsabbnak érezziik, minél kisebb egész szamok aranyéval
fejezhets ki. Ha az 1 : 1 aranytol eltekintiink, mert hiszen ez azonos magassagi két hang intervallumét fejezi ki, akkor
legkonszonansabb hangkéz az 1 : 2 ardnnyal kifejezhets oktav, azutan kovetkezik a 2 : 3, majd a 3 : 4 ardnyoknak
megfelel§ két hangkoz. Ezek az an. tokéletes konszonancidk. A 3 : 5,4 : 5, 5 : 6 még mindig konszonéns hangk6z6-
ket jelentenek, ha nem is oly tokéleteseket, mint ez elébbiek, a 6-on tuli egész szamokkal kifejezheték azonban mér



hatarozottan disszonansok, kiilondsen azok, amelyekben az 5-nél nagyobb primszamok fordulnak eld.

Csak jonéhany évszazaddal késébben allapitottdk meg, bar mér el6bb is sejtették, hogy a zenei hang keletkezéséhez
valamely rugalmas test periodikus rezgése sziikséges. Ezek a rezgések a hangforrastol a levegén keresztiil longitudinélis
hullamok alakjaban fiiliinkbe jutnak, s a dobhartyat rezgésbe hozzak, amit azutan hallészerviink mint hangot érzékel.
Mint fizikai tanulmanyainkbol tudjuk, a hullamhossziasag és a rezgés frekvencidja a
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egyenlGség szerint fliggnek Ossze, ahol A a hullamhossz n a frekvencia, ¢ pedig a hangnak a leveg6ben, vagy maés
kozegben valo terjedési sebessége. (15 C° hémérsékletii levegdben 340 m sec™'). A fiilben keletkezé hang magassaga
a tapasztalat szerint a frekvenciatol fiigg, minél nagyobb a frekvencia, annal magasabbnak érezziik a hangot. A hang
abszolit magassagat ezért a fizikusok a rezgések frekvenciajaval mérik.
A 18. szazad elején Taylor a hur altal keltett hang rezgésszaméanak kiszamitasara képletet is talalt:

ahol [ a hur hossztséga, ¢ keresztmetszetének teriilete, d anyaganak strtsége, P a feszit§ erd, valamennyi absz. C. G. S.
rendszerben mérve. A frekvenciat sec ™! egységekben kapjuk, amelyet Hertz német fizikus nevével is szokas megnevezni
és Hz-vel jeloljiik.

A Taylor-képlet mar most lehet6vé teszi, hogy a hangkozoket (relativ hangmagassagokat) hossztusagok ardnya
helyett frekvencidk (absz. magassagok) aranyaval fejezziik ki, minthogy azonban a frekvencia a hir hosszisagaval
forditottan aranyos, azért ebben a frekvencia-mértékben a hangkozoket méré ardny a Pythagoras-féle ardanyoknak
reciprok értéke lesz. Az oktav mértéke tehat 2 : 1, ezutan kévetkeznek a 3 : 2, 4 : 3 stb. intervallumok. A kdvetkez6kben
mindig ezt a frekvencia-mértéket fogjuk hasznélni.

Ha az alaphang frekvenciajat n-nel jeloljiik, akkor oktavja 2n frekvencidju lesz, a vele tokéletes konszonanciat add

hangok frekvenciaja pedig 3" és gn Ha ezt a 4 hangot absz. magassaguk szerint rendezziik, akkor a kovetkezd sort
kapjuk:

gn, 511, 2n.

Ez a leg6sibb melodia, az elsd négyhura lantok hirjait ezekre hangoltak. Ennek a sornak két fele azonos interval-
lumokat ad, az els6 két hang s az utols6 két hang is a 4 : 3 ardnynak megfelels intervallumot. A koézépsé két hang

n,

4
relativ magassaga ennél kisebb, mert —n : —n =9 : 8. Ez az el6bbiek szerint disszonans hangkoz, viszont dallamok

képzésére igen alkalmas, mert a dallamok egymés utani hangjait annal konnyebb énekelni, minél kisebb magassagi
ugrassal valtjak egymast. Igy felmeriilt annak sziikségessége, hogy az elsé és utolsé két hang nagy ugrasat kozbeess
hangokkal toltsék ki, vagyis az oktav keretébe es6 legegyszertbb dallamot, a skdldt megalkossdk, amelyben a hangok
lépésenként (diatonikusan) kovetik egymast. A fejlédés végss fokan 7 torzshangra jutottak el. Mivel pedig az oktav
utan legkonszonansabb hangkozt a 3 : 2 arany fejezi ki, nem csodalkozhatunk Pythagorasnak azon az 6tletén, hogy a
kozbeiktatand6 hangokat ennek a hangkoznek ismételt csatolasabol szarmaztassa, s ahol az 1j hangok valamelyike az
oktavot atlépi, azt egy oktavval leszallitva (frekvencidjat 2-vel osztva) az el6bbi oktav keretébe vigye vissza. Az egyes
torzshangok frekvenciaja eszerint a kovetkezs lesz:

3 3 3 9 9 9 3 27
n, -n, —N-=—=-N:2=-n, -N--=-—n,
2 2 2 4 8 8§ 2 16
2t 3 81 81 81 3 243
—n--—=-—n:2=—n, —Nn--=-—n
16 2 32 64 64 2 128

4
A mar meglevé 3" hangot is hasonléan lehet az n-bél szdrmaztatni, ha ett6l nem felfelé, hanem lefelé haladunk,

3
vagyis n-et a §—de1 nem szorozzuk, hanem osztjuk, mivel pedig az igy nyert hang n-nél kisebb frekvenciaju lenne, ezt

3 2 2 4
egy oktavval felemeljiik: n : 3 =" 3 =3 ezt 2-vel szorozva tényleg gn—et kapunk.
Ha most ezeket a hangokat magassaguk szerint rendezziik, s zaréhangnak a kovetkezd oktav kezdShangjaval azonos

2n-et is hozzairjuk, akkor megkapjuk a teljes pythagorasi skalat:

9 81 4 3 27 243

gn, an, gn, 5”, 1—6’1’L, 1—28n, 2n.

n?

A terce, szext, szeptim frekvencidja nem ugyanaz, mint amelyet konyvekben lehet talalni, mert ezek a pythagorasi
skala és nem a késébb kialakult harmonikus skdla fokai.

Ennek a skilanak tehat 8 foka van, amelyeknek a kezdShangtol valo intervallumét a latin sorszamokkal szoktuk

megnevezni. Az els§ foknak 6nmagatol valo tavolsaga a prim, a 2-iké szekund, a 3-iké terc, a 4-iké kvart, az 5-iké kvint,



a 6-iké szext, a 7-iké szeptim, a 8-iké oktav. Mint a fenti sorozatbol latjuk, a kezd6hanggal csak az oktav, kvint és kvart
konszonal. Dallamképzésre azonban ez a skila nagyon alkalmas, az énekesek és hegedlisok ma is gyakran intonalnak
eszerint, ha nem kell alkalmazkodniok valamely fix hangolést hangszerhez. A pythagorasi skila ui. szerkezetileg igen
egyszerd, szomszédos hangjai kozott csak kétféle intervallumot taldlhatunk: Ha barmelyik fokdnak frekvenciajat a
megel6zbével osztjuk, vagy g—ot, vagy %—ot kapunk. Az el6bbit pythagorasi egészhangnak, az utobbit pythagorasi
félhangnak nevezziik. A pythagorasi skila szerkezete tehét: 2 egészhang utén egy félhang, 3 egészhang utan egy félhang.

Ez a skila sok évszazadon keresztiil uralkodott a zenében, s a kozépkori egyhazi hangnemek alapjat is ez képezte.
Dominal6 helyzetét még akkor is megtartotta, amidén a zene méar elhagyta homofén jellegét, s atalakult polifonna,
amelynél mar nem egy, hanem két vagy még ennél is tobb sz6lam hangzott egyszerre. Ezek a sz6lamok azonban mind
onallok, egymastol szinte egészen fiiggetlen dallamok voltak, a féfigyelem ezeknek folyamatos és miivészies vezetésére
iranyult, az Osszhangok (harmoniak), amelyek ilyenkor keletkeztek, csak mésodlagos szerepet jatszottak. Ez az un.
ellenpontozésos (kontrapunktikus) zene lényege.

A pythagorasi hangrendszer fogyatékossagai csak akkor kezdtek megmutatkozni, midén a zeneirdk figyelme elsG-
sorban a harmonidk felé fordult, midén kialakult az ajkori harmonikus zene. Err6l majd egy kovetkez6 cikkben lesz
$20.



