1. feladat. 41-nek a négyzete felirhato gy, hogy két ugyanannyi jegybdl dllé négyzetszdmot (16 és 81) egymds utdn
irunk. Irjunk a 41 jegyei kézé valahdny 9-est €s a 9-esek utdn ugyanannyi 0-t. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezd szamok
négyzetének is mindig meguan a fenti tulajdonsdga.

Megoldas: Néhany esetben az allitast kénnyen igazolni tudjuk agy, hogy elvégezziik a négyzetre emelést (akar
csak szorzassal is), az eredményt , kettévagjuk”, és mindkét részébdl négyzetgyokot vonunk. Példaul:

41% = 1681, 16 = 42, 81= 9%
49012 = 24019801, 2401 = 492, 9801 = 992,
4990012 = 249001998001, 249001 = 4992, 998001 = 9997

A feladat allitdsa tehat azokban az esetekben, amikor egy vagy két 9-et és 0-t iktattunk kozbe, helyes. Ezekbdl az
esetekbdl ugy sejtjiik, hogy a széban forgo szamok négyzetének két része nemcsak négyzetszdm, (ami a feladat egyik
allitdsa), hanem pontosan az els6 rész éppen a széban forgo szamok elsd felének négyzete, masodik részik pedig az
eggyel tobb 9-esbdl dllo szam négyzete, mint ahdany 9-est kozbeiktattunk.
Igy van-e ez mindig ?
Képzeljiik el, hogy n darab 9-est és utdna n darab 0-t iktattunk a 4 és az 1 kozé, ahol n barmely természetes szam.
Igy
49...90...012=(49...9 0...0 +1)>*=149...90...0242-49...9 0...0 +1.
—— —— —— —— —— = — —— ——
n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy n+1 jegy

Az Gsszeg els tagjarol lathatjuk, hogy 2n+2 darab 0-ra végzddik, és ezek el6tt is van 2n+2 jegy, amelyek egybeolvasva
éppen 49 ...9-nek a négyzetét adjak. A megmaradd kéttagu Osszegrol be akarjuk latni, hogy (1O"Jrl — 1)2—ne1 egyenld.
Ebbél az is kovetkezni fog, hogy ez a szam csak 2n + 2 jegyi (hiszen az els6 2n + 3 jegyt szam 10" !-nek a négyzete,
10%"72), tehdt nem nyilik bele az eldtte levd szamba. A feladat megoldasahoz tehat csak annak igazolasa hianyzik,

hogy
(10" —1)2=2-49...9 0...0 +1.
—_—— ——
n+1 jegy n+1 jegy
A jobb oldalon &all6 szamot igy irhatjuk:
2(5-10" — 1) - 10"+ + 1,

vagyis
10-10™- 10"t — 2. 10"t + 1,

AZAZ
102712 — 9. 10"+ + 1.

Ez pedig csakugyan egyenld a bal oldali szammal.

Megjegyzés. A bizonyitast persze Ggy is végezhettiik volna, ha mindjart az elején felirjuk algebrai alakban az n
darab 9-es és n darab 0 kozbeiktatasaval kapott szdm négyzetét:

[(5-10" —1)- 10"t + 12,
elvégezziik a négyzetre emelést:
(5-10" —1)%- 102 4 2(5- 10" — 1)10" ! 41,

az Osszeg els6 tagjarol megallapitjuk, hogy négyzetszam, (5-10" —1)-10n + 1-nek a négyzete, és a végén 2n + 2 darab
0 van, a masik két tag Osszegérsl pedig — ugy mint az elbb — megallapitjuk, hogy szintén négyzetszam, 10" — 1-nek
a négyzete, és mivel 2n 4 2 jegybdl all, nem nyulik bele az el6tte 4ll6 négyzetszamba, jegyei csak a 0-kkal ad6dnak
Ossze. A bizonyitas altalanossaga azonban az el6bb elmondott formaban sem szenvedett csorbat, a kevesebb algebrai
jelolés mogott jobban el lehet képzelni magukat a tizes szamrendszerben felirt szamokat.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy szabdlyos 6tszog két szomszédos csucsan és az 6tszog korilirt kérének kozép-
pontjan dtmend kér dtmegy két atlo metszéspontjin is.

Megoldas: A bizonyitasban az abra jeloléseit vessziik alapul; csak az ott egy, ill. két ivvel jelolt szogekrdl lesz szo,
ezért elég lesz a szogeket a csticsukndl levs betiivel jelolni.



Be kell bizonyitanunk, hogy az A, B, és O ponton atmend kor dtmegy a P ponton is. Mint tudjuk (a keriileti
szOgekre vonatkozo tétel és megforditasa alapjan) ez akkor és csak akkor igaz, ha O< = P<. De O< = 2C'<, tehat elég
azt bizonyitanunk, hogy P< = 2C<. P< viszont a PBC héromszog egyik kiils6 szoge, tehat elég azt belatnunk, hogy
C< = B<«. Ez azonban nyilvanval6, hiszen az 6tsz0g szabdalyos, és igy az AB és CD ivek, amelyeken ezek a szogek
nyugszanak, egyenlék. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy bar a bizonyitandé allitasboél indultunk ki, a tovabbiakban nem
azt vizsgéltuk, hogy ebbdl az allitasbol mi kévetkezik, hanem azt, hogy mi az, amibdl ez kovetkezik.

2. Az Otszog szabalyos voltabol csak annyit hasznéaltunk ki a bizonyitasban, hogy AB és C'D a kornek két egyenld,
kozos pont nélkiili, egyezs iranyitasa ive. S6t, a bizonyitas kis modositassal kiterjeszthets arra az esetre is, amikor a két
ivnek van k6z6s pontja, akar kozos ivdarabja is; csak azt kell kikotniink, hogy az A, B, C és D pontok koziil legalabb
harom kiilonb6z6 legyen, mert kiilonben AC és BD egy egyenesbe esik, és igy metszéspontjukrol nem beszélhetiink.
Igaz tehat a kovetkezs allités:

Ha AB és CD az O kiézépponti kirnek két egyenld és egyezd irdnyitdsi ive (vagyis ha A-bdl ugyanakkora abszolit
értékd és ugyanolyan irdnyd forgds visz B-be, mint C-bdl D-be), akkor az AC és a BD egyenes metszéspontja — ha
létezik — rajta van az A, O és B pontokon dtmend kor keriletén.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy bdrhogyan vdlasztunk ki a 24-en aluli pdratlan természetes szamok kézil 7 ki-
lonbozdt, és képezzik beldlik az dsszes lehetséges kiilonbségeket, van olyan szam, amely e kilonbségek kézdtt legaldabdb
hdromszor fordul eld.

I. megoldas: 24-en alul 12 pératlan természetes szdm van: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23. Ezek barmely
kettSje kozott a kiilonbség (a nagyobbodl vonva le a kisebbet) pozitiv paros szam és 2-t6l 22-ig minden péros szam
el6fordul kiilonbségként.

Ha kivalasztunk hetet paratlan szamaink koziil, ezekbdl 21 par képezhets és igy 21 kiilonbség 1ép fel (ismét mindig
a nagyobbol vonva ki a kisebbet).

Kiséreljiikk meg gy valasztani ki a két szamot, hogy a 21 kiilonbség kzott a lehetséges 11 érték mindegyike legfeljebb
kétszer forduljon els. Be fogjuk latni, hogy ez lehetetlen. A kévetelmény teljesitéséhez minden esetre sziikséges, hogy
mind a 11 érték fellépjen a hét szam kiilonbségei kozt, mert ha kevesebb lépne fel, még ha mind el is fordul kétszer,
az is legfeljebb 20 értéket adna.

A legkisebb és legnagyobb szam kiillonbsége nyilvan nagyobb a tobbi 20 kiilénbségnél, tehat csak egyszer 1ép fel a
kiilonbségek kozt. Ennek tehat a lehetséges legnagyobb értéknek kell lennie, és a tobbi lehetséges értéknek mindnek
kétszer kell fellépnie a 7 szam kozti kiilonbségek kozt, mert még 20 kiilonbség 1ép fel. A legnagyobb fellépd kiilonbség
tehat 22 lesz és ez csak ugy léphet fel, ha 1 és 23 szerepel a kivalasztott szamok kozt. Két kivalasztott szampar kozt
kell, hogy 20 legyen a kiilonbség, ekkora kiilonbséget azonban csak az 1 és 21, tovabba a 3 és 23 szamok adnak. Igy
3 és 21 is el6 kell forduljon a hét kivalasztott szam kozott. Ezek kiilonbsége, 18, még egy szampar kozott is fel kell,
hogy lépjen. Ilyen szampar ketté van: az 1, 19 és az 5, 23. Azonban akar az 5, akar a 19 szerepel 1, 3, 21, 23-on kiviil,
a kivélasztott szamok kozott, a 2 méar haromszor 1ép fel mint kiilonbség: az 1 és 3 tovabba a 21 és 23 szdmokon kiviil
a3 és b, ill. al9 és 21 szamok kiilonbsége is 2. Nem lehetséges tehat a hét szamot a kivant modon kivalasztani. Ezzel
a feladat allitasa igazolast nyert.

Lényegében igy oldotta meg a feladatot Kdszonyi Ldszlé (Szombathely, Nagy Lajos gimnézium).

Megjegyzések. 1. Tobben azt allitottak, hogy a hét kivalasztott szam kozott 42 kiilonbség 1ép fel, amelyek 11 féle
értéket vehetnek fel. Ebbdl nyilvanvaléan kovetkeznék a feladat allitésa, s6t az is, hogy van érték, amelyik négyszer is
fel 1ép a kiilonbségek kozt. Hibas azonban az okoskodés, mert a fellépd kiilonbségek kozt a negativakat is figyelembe
veszi, a lehetséges kiilonb6z6 értékekként azonban csak a pozitivakat veszi szamba. Az okoskodas helytelensége abbol
is latszik, hogy pl. az 1, 3, 7, 9, 17, 21, 23 szamok kiilonbségei kozt egyetlen érték sem szerepel négyszer.

2. Voltak, akik beérték annak megéllapitasaval, hogy néhany altaluk felirt kivalasztas esetén talalnak a kiilonbségek
kozt legalabb haromszor fellépé értéket. Ebb6l azonban nem kévetkezik semmi a tovabbi lehetséges kivalasztasokra.
Az Gsszes lehetséges (792) esetet végigprobalgatni pedig igen faradsagos munka lenne.



II. megoldas: A hét kivalasztott szamot rendezziik nagysig szerint sorba és vizsgaljuk a szomszédosak kozt
fellep6 kiilonbségeket. Ezek Osszege megadja a legkisebb és legnagyobb kivalasztott szam kiilonbségét, tehat nem lehet
nagyobb, mint 22. A tekintetbe vett kiilonbségekként tehat hat pozitiv paros szamot kell keresniink, amelyek Osszege
nem nagyobb, mint 22. Ezek kozt el6 kell fordulnia a 2-nek, mert kiilonben a hat szam Osszege legalabb 6 - 4 = 24
volna. Ha tovabbi 5 szam 2-nél nagyobb, ez csak ugy lehet, hogy mind 4, tehat a 4 elSfordul haromszor (t6bbszor is)
a kiilonbségek kozt.

Tegyiik fel most, hogy két kiilonbség értéke 2. Ha a tovabbi kiilonbségek kozt is fellép még a 2, akkor ez az érték
mar legalabb haromszor eléfordul a kiilonbségek kozt. Ha viszont a tovabbi négy kiilonbség mind nagyobb 2-nél,akkor
vagy mindegyik a 4 értéket veszi fel, vagy a 2, 2, 4, 4, 4, 6 értékek lépnek fel valamilyen sorrendben a kivalasztott
szamok koziil a szomszédosak kiilonbségeiként.

Ezzel igazoltuk a feladat allitasat, s6t annal tobbet is. Belattuk, hogy a 24-nél kisebb pdratlan természetes szamok
kézil barhogy valasztva ki hetet €s azokat nagysdg szerint rendezve a szomszédos szamok kézti hat kilonbség kézil
legaldbb hdrom veszi fel a 2 értéket, vagy legaldabb hdrom a 4 értéket. Mind a két eset el§ is fordulhat. Csak a 2 1ép
fel haromszor pl. a 2, 2, 2, 4, 4, 8 értékek kozt (Osszegiik 22), és ezek lépnek fel az 1, 3, 5, 7, 11, 15, 23 szamok koziil
a szomszédosak kiilonbségeiként, vagy més sorrendben pl. az 1, 9, 11, 13, 15, 19, 23 szamok kozt. A 2, 2, 4, 4, 4, 4
szamok kozt (6sszegiik 20) viszont csak a 4 1ép fel ketténél tobbszor. Ennek megfelel pl. a 3, 5, 7, 11, 15, 19, 23 szamok,
vagy az 1, 3, 7, 11, 13, 17, 21 szamok kivalasztasa is.

Megjegyzések. 1. Ha még a 25 el6fordulasat is megengedjiik a kivalasztandoé hét szam kozt, akkor a szomszédosak
kiilonbségei kozt nem foltétleniil szerepel egy érték haromszor, igy lehetnek a kérdéses kiilonbségek 2, 2, 4, 4, 6, 6
és konnyen lathato, hogy sorrendtdl eltekintve csak ezek (minden més esetben vagy a 2, vagy a 4, vagy a 6 legalabb
haromszor fordul el koztiik). Ez esetben is el6fordul azonban az 6sszes kiilonbségek kozt legalabb egy érték haromszor.
Ha ugyanis kétszer egymasutéan kovetkezik 2 tavolsagra két szam, akkor az els6 és harmadik kozt 4 a kiilénbség (és ez a
kiilonbség még két szomszédos szamokbol allo parban is fellép); ha az egyik 2-es kiilonbség mellett egy 4-es kiilonbség
lép fel, akkor fellép egy ,,méasodik szomszéd” par kozt is a 6-os kiilonbség; végiil a 2-esek csak a 2, 6, 2, 6, 4, 4, a 2, 6,
4,4,6,2¢ésa4,4,6,2, 6,2 sorrendekben nem szomszédosak sem egymassal, sem 4-es kiilonbséggel. Ekkor azonban
az els6 és harmadik, harmadik és 6todik, 6todik és hetedik szam kiilonbsége egyarant 8 mind a harom esetben.

Belattuk tehat, hogy a feladat dllitdsa akkor is helyes marad, ha a 26-ndl nem nagyobb pdratlan természetes szamok
kozil valasztunk ki hetet.

2. Ezen tdl mar nem tagithatjuk a kivalaszthatd szadmok korét, mert pl. az 1, 3, 7, 15, 17, 23, 27 szamok kiilonbségei
kozt egyetlen érték sem fordul el6 haromszor, amint errél az olvasé kdnnyen meggy6zédhet.

Az els6 megoldashoz fizott megjegyzésben emlitettiik, hogy 3-nél tobbszor egy értéknek sem kell szerepelnie a
felleps kiilonbségek kozt, és ha nem hét, hanem csak hat szamot valasztunk ki, akkor az 1, 3, 7, 11, 17, 19 példan
lathato, hogy mar a 20-nal kisebb paratlan természetes szamok koziil is kivalaszthato hat 4gy, hogy kiilonbségeik kozt
egy érték se 1épjen fel haromszor.

3. A feladat allitasa altalanosithato ugy, hogy egyidejtleg noveljiik a kivalaszthato paratlan szamok korét és a
kivalasztandd szdmok szadméat. Ekkor a II. megoldis gondolatmenetével a kovetkezs altalanosabb tétel lathato be:
Legyen k a 2-nél nagyobb egész szam. Ha birhogy vdlasztunk is ki a 2k(k + 1) + 2-nél kisebb természetes szamok koziil
2k + 1-et, van olyan érték, amelyik az ezek kizt fellépd kilonbségek kizt legaldbb hdromszor eldfordul.



