1. feladat. Adott eqy ABC hdromszog. Szerkessziik meg a hdromszog BC oldaldn azt a pontot, melyen dt AB-vel
parhuzamos egyenest hizva a keletkezett trapéz és kis hdaromszog kerilete egyenld!

I. megoldas: Gondoljuk a feladatot megoldottnak és legyen a keresett, AB-vel parhuzamos egyenesnek BC-vel,
ill. AC-vel alkotott metszéspontja P, ill. Q. A PQ szakasz a kis haromszog és a trapéz keriiletének egyarant része,
ezért a keriiletek egyenlGségére vonatkozod kovetelmény igy is irhato:

(1) PC +CQ = PB + BA + AQ,

és igy PC 4 CQ egyenls az ABC héaromszog keriiletének felével.

Masrészt mivel QP parhuzamos AB-vel, azért a CPQ és C BA haromszogek hasonlok, és igy
(2) PC:CQ = BC: CA.

Ezek alapjan el6szor k/2 = (AB + BC + CA)/2 hosszusagu egyenesszakaszt szerkesztiink, majd ezt BC : CA
aranyban kettéosztjuk, és igy nyerjiik a keresett PC, ill. C'Q szakaszt.

Szerkesztésiink helyessége nyilvanvalo; P mindig a BC' szakaszon adédik, mert PC + CQ = k/2 a haromszog-
egyenlGtlenség folytan kisebb BC + C A-nal.

II. megoldas: Tikrozziik A-t a @), B-t a P pontra nézve, igy nyerjiikk az A*, B* pontokat. (1)-bdl az igy létrejott
tovabbi egyenls darabokat elhagyva
B*C + CA* = BA.

Masrészt nyilvanvalo, hogy A* B* parhuzamos AB-vel, amibgl kovetkezik, hogy
B*C :CA* = BC : CA.

Eszerint az AB oldalt a BC' és C' A oldalak aranyaban osztva nyerjiik a B*C és C A* szakaszokat, a keresett P, () pont
pedig a BB*, AA* szakasz felezGpontja.

Megjegyzések: 1. Itt az 1. megoldashoz képest azt nyertiik, hogy a felosztandé szakaszt nem kell szerkeszteniink. A
felosztas igen egyszerden adddik az ACB szog CT felezGjével.

2. A feladat altalanosithaté: elGirhatjuk, hogy a kis haromszog és a trapéz keriiletei egyenlGség helyett adott A
(A # 1,A > 0) ardnyban alljanak:

(3) PC+CQ+QP = \(PB + BA+ AQ + QP),

(ahol M-t ugy tekintjiik adottnak, hogy ismerjiik az egységnyi hosszusagu és a A hosszusagu szakaszt). Elgirhatjuk azt
is, hogy az (1) két oldalan allo Osszegek ardnya legyen egy adott p érték:

(4) PC+CQ = u(PB+ BA + AQ).
Ezekkel a feladat igy hangzik: Adott az ABC haromszog. Szerkessziik meg a BC oldalon a P, és az AC oldalon a @
pontot gy, hogy PQ parhuzamos legyen BA-val és teljestiljon (3), ill. (4).
Tekintsiik el6bb a (4) kovetelmény esetét. Adjunk (4) mindkét oldalahoz pu(PC + CQ)-t, igy
(14 p)(PC + CQ) = u(BC + BA+ AC),

masképpen

(4" (PC+CQ): (BC+BA+AC)=p: (1+ p).



Ennek alapjan els6 lépésiil a hdromszog keriiletéhez és a u, 1 4+ p szakaszhoz negyedik aranyosként megszerkesztjiik
PC + CQ-t, majd ezt (2)-nek megfelelen két részre osztjuk.

Megoldas létezésének feltétele, hogy PC + CQ kisebbnek adodjek BC 4+ C'A-nal. Ezt (4) csekély atalakitasaval
ugy is mondhatjuk, hogy a p : 1 arany értéke kisebb legyen (BC + C'A) : AB-nél; egyenl6ség esetén a P pont B-be,
Q@ pedig A-ba esik, a trapéz elfajul egyenesszakassza.

A (3) koévetelmény esetében a PC = a', QC =V, QP = ¢/, BC = a, AC = b, AB = c egyszeriibb jeldlésekkel a
fentemlitett hasonlosag alapjan b’ = ba’/a és ¢ = ca’/a. Ezek alapjan (3) igy alakithato:

1
a:a=k: <%/\k—20),

amib6l @’ az el6bbi esethez hasonléan megszerkeszthetd.

A megoldhatosag feltétele, hogy a’ kisebbnek adédjék a-nél, méasképpen, hogy — a legutobbi aranyparbol —a A : 1
arany értéke kisebb legyen k : 2¢-nél.

Egybetis jelolésekkel a (4) kovetelmény hasonloéan igy alakithato:

1
a’:azk:ﬂ(k—c).
w

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszogi hdaromszognek van két olyan szdge, amelyek kilonbsége kisebb
30°-nal!

I. megoldas: Az allitas egyenld szaru haromszogre nyilvan igaz, hiszen a két egyenls szog kiilonbsége 0°. Ezért
feltehetjiik, hogy a szokésos jelolésekkel

(1) a> B>y,
és a feladat megszoritdsanal fogva
(2) a < 90°.

Az allitast indirekt aton bizonyitjuk. Feltessziik, hogy van olyan hiromszog, amelyben

(3) a—B>30°,
és
(4) ﬂ—’723007

és megmutatjuk, hogy ilyen haromszog nem lehet hegyesszogii. Valoban, (3) kétszeresét és (4)-et hozzaadva a szogekre
érvényes

(5) a+ B+v=180°

egyenlGséghez, azt kapjuk, hogy
3a > 270°, azaz a > 90°.

Eszerint hegyesszogt haromszogre (3) és (4) egyidejien nem teljesiilhet, ezért legalabb az egyik szogkiilonbség kisebb
30°-nal. Ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések: 1. Meggondolasunkat egyenlGtlenségekkel valé miiveletek nélkiil is elmondhatjuk. Feltessziik, hogy
van olyan pozitiv § és € szog, hogy

(3) B=a-(30°+9)
és
(4) v =8—(30° +¢).

Elsbb (4)-t, majd (3’)-t (5)-be helyettesitve atalakitassal az

20 + ¢

= 90°
a + 3

Osszefiiggésre jutunk, ami ellentmond (2)-nek.

2. Tobb efféle uton jard versenyzé sziikségteleniil feltette, hogy § = e, vagyis hogy a — 5 = 8 — v. Az ilyen
megoldéasok nem teljesek, hiszen csak egy tovabbi specialis feltételnek eleget tevé haromszogekkel foglalkoznak; még
jobban latszik ez abbdl, hogy minden ilyen haromszégben 8 = 60°.



3. Tobben ilyenféleképpen kezdték okoskodasukat: ,legyen o csak egy kevéssel kisebb 90°-nal, pl. 89°59”. Az ilyen
feltevés — még ha azt helyes okoskodés koveti is — eleve lemond a bizonyités teljességérsl, hiszen figyelmen kiviil hagyja
mindazokat a hegyesszogli haromszdgeket, melyek legnagyobb szdge 90° és 89°59’ kozé esik. Az idézett feltevés abbol
a hibas szemléletbdl ered, mintha létezne a 90°-nal kisebb szogek kozott egy legnagyobb szog. Ilyen azonban nincs.

II. megoldas: Vizsgaljuk a haromszognek nagysagra nézve kozépss szogét, azaz (1) szerint S-t. Ha ez legalabb
60°, akkor aw — 8 < 30°; ha viszont 8 < 60°, akkor a + 8 < 150°, és igy v = 180° — (o + ) > 30°, tehat 8 — v < 30°.
A feladat allitédsa tehat mindkét esetben teljesiil.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely o6t eqymds utdn kévetkezd egész szdm négyzetének Gsszege oszthato 5-tel,
de 25-tel nem oszthato!

Megoldas: A szimmetria érdekében jeloljiik az 6t egymas utan kovetkezs egész szam koziil a kozépsét a-val, ekkor
a feladat annak igazolasa, hogy az

S=(a—-22+(@a-1)*+a*+(a+1)?+(a+2)*=5*+2)

szam oszthato 5-tel, de 25-tel nem oszthato.

a és azért a® 42 is egész és S els6 tényezGje 5, ezért S oszthatod 5-tel. S akkor és csak akkor lenne 25-tel is oszthato,
ha a mésodik tényezGje, a® + 2 is oszthato volna 5-tel. Evégett a® + 2-nek vagy 0-ra, vagy 5-re kellene végzédnie, tehat
a? végzédése 8, vagy 3 lenne. Négyzetszam azonban sem 8-ra, sem 3-ra nem végzédhet, ezért a® + 2 sem végzddhet 0,
vagy 5-re, tehat 5-tel nem lehet oszthaté a semmilyen egész értéke mellett sem, és igy S nem oszthatd 25-tel.

Megjegyzés: Elkeriilhetjiik a négyzetszamok lehetséges végzGdéseire torténd hivatkozast, ha megvizsgaljuk az a® +2
kifejezés 5-tel valo oszthatdsagat minden 5-tel valo oszthatosag szempontjabol kiilonbozs a mellett. Ezek a kovetkezok:

a = 5b (ahol b egész szam), ekkor a? + 2 = 2502 + 2, és ez 5-tel osztva 2-t ad maradékul;

a =5b=+ 1 esetén a® + 2 = 25b% + 10b + 3, ez 5-tel osztva 3-at ad maradékul;

a = 5b =+ 2 esetén a® + 2 = 25b% & 20b + 6, ez 5-tel osztva 1-et ad maradékul.

Veégigvizsgaltunk minden lehetséges esetet, és azt talaltuk, hogy a® + 2 egyik esetben sem oszthato 5-tel.



