1. feladat. Allapitsuk meg az
22" 462 +6
2244z 45
fligguény maximumdt és minimumdt!

I. megoldas: Fejezziik ki az adott kapcsolatbol z-et y-nal. Igy megadhatjuk, mely y-okhoz lehet z-et kiszamitani,
maés szoval, hogy mely y szdmokhoz van olyan z érték, amelyre fiiggvényiink az y értéket veszi fel, vagyis mi fiiggvényiink
értékkészlete. EbbSl mar kivalaszthatjuk a keresett maximumot, ill. minimumot — hacsak az értékkészletben van
legnagyobb, ill. legkisebb szam.

A nevez6 sehol sem 0, mert 22 + 4z + 5 = (x+ 2)2 + 1 > 1, ezért az atszorzassal és rendezéssel adodo

(y —2)2% + (4y — 6)z + (5y — 6) = 0

kapcsolat ekvivalens az eredetivel. Innen

o —4y + 6 + /—4y% + 16y — 12
2(y —2) ’

(1)

hacsak y # 2, és z = —2, hay = 2.
x a gyokképletbdl akkor és csak akkor adédik valosnak, ha a diszkrimindns nem negativ, vagyis ha — a masodfokua
kifejezést mindjart szorzatta alakitva —
—4y—1(y—3) =20.

Ez pedig nyilvan akkor és csak akkor teljesiil, ha
1<y<3.

Ez a kett6s egyenl6tlenség irja le fliggvényiink teljes értékkészletét, mert ennek a kiilon Gton nyert fenti y = 2 szam
is eleget tesz. Eszerint fliggvényilinknek van maximuma is, minimuma is, éspedig az
Ymax = 3, ill. Ymin = 1
értek. Ezeket a fiiggvény (1) szerint az
Tmax = —3, ill. Tmin = —1

helyen veszi fel.

Megjegyzés. Néhany dolgozat a helyes eredményre a kévetkezs téves meggondoléssal jutott el: ,maximum és mini-
mum azok az értékek, amelyeket a fliggvény csak egyszer vesz fel, ezek azok, ahol a diszkriminans 0.” Eszerint minden
els6foku fiiggvény szaméara minden érték maximum volna és egyben minimum is; masrészt az y = 1 érték nem volna
maximuma az y = sin x fiiggvénynek, tgyszintén y = —1 sem volna ennek minimuma, mert mindegyik értéket végtelen
sokszor veszi fel. Azt mutatja ez, hogy a szélsé értékek fogalma egyediil a méasodfoku fiiggvényre alapult.

II. megoldas. Osztéssal és a nevezében teljes négyzetté vald kiegészitéssel az adott kifejezés igy alakithato:

B 2 +4 2(z + 2)
YT e s T @r2+
majd z + 2 helyére 4j z valtozot irva
2z z
2 =2———=2-2 hol = —.
(2) y e yi, ahol 1= 5=

Eszerint y-nak ott van maximuma, ahol az y; fiiggvény minimalis értéket vesz fel, és ott van minimuma, ahol ¥,
maximalis. y; lehet pozitiv, negativ és 0, mert ugyanolyan jeld, mint a z szamlalo, hiszen nevez&je pozitiv, z = 0
mellett pedig y; = 0; ezért y; maximuma csak pozitiv, minimuma csak negativ érték lehet. Elég y;-et pozitiv z-
k mellett vizsgalni, mert z és —z mellett felvett értékei csak elGjelben kiilonboznek, tehat az igy meghatarozandd
maximum értékének, és helyének (—1)-szerese megadja a minimum értékét és helyét.

Tovéabbi atalakitassal
z 1 1 n 1
= = — = azaz =z+ -
Y1 22 + 1 1 Y ) Y2 27
2
z

igy y1 maximuma egyenl az yo fliggvény minimumaval. Vegyiik észre, hogy pozitiv z mellett az yo Osszeg két tag-
janak mértani kozepe 1, allandé. Ismeretes masrészt, hogy pozitiv szamok szdmtani kézepe sohasem kisebb mértani
kozepiiknél, és akkor egyenlg vele, ha a szdmok egyenldk. Eszerint yo felének minimuma 1, igy y2 min = 2, és ez akkor
adodik, ha z az a pozitiv szam, amelyre z = 1/z, vagyis z = 1.



Most mar y; maximuma 1/2, és a fentiek szerint minimuma a z = —1 helyen y; min = —1/2; végiil (2) szerint y
minimuma 1, maximuma 3, és e széls6 értékeket x = z — 2 figyelembevételével az x = —1, ill. z = —3 helyen veszi fel.

IIT. megoldas: Alakithatjuk y-t a kovetkezdk szerint is:

71+x2+2x+17 (z+1)°
_ g #4649 (z +3)°
Y Ty + 4z +5 (z+2)°+1
Az els6 alak masodik tagja sohasem negativ, mert szamlaloja teljes négyzet és nevezGje pozitiv. Eszerint y minimumét
x + 1 = 0-ndl, vagyis az * = —1 helyen veszi fel; itt a masodik tag 0, és y értéke 1. Hasonléan a mésodik alak
kivonandéja akkor legkisebb, ha x + 3 = 0, azaz © = —3, és itt értéke 0, tehat y maximuma 3.

2. feladat. Adott eqy kor és a kor belsejében fekvd P pont. Tekintsiik a kor eqy félkornél kisebb AB fvét és jeloljik
ennek felezopontjat F-fel. Bizonyitandd, hogy ha

(1) PA< PB
akkor
(2) APF< > FPB<.

I. megoldas: A feltevések folytan P az F ponthoz tartozdé F'G atmérével kettévagott k kor azon félkorének

belsejében van, amelynek ivén A fekszik.

a) Tulajdonképpen csak az AFG szogtartomanyban fekvs P pontokra kell bizonyitast adnunk, mert az F'A hiarral
lemetszett kisebb korszeletben levé P pontokra az allitds magatol értet6dd, hiszen ilyenkor A és B az FP egyenes
ugyanazon partjan vannak, és ezért az F'PB szog része az APF szognek (1. abra).
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1. dbra

Masképpen: ilyen esetekben a PB félegyenes benne van az APF szogtartoményban.
b) Ugyanez all akkor is, ha P az F'A hturon van, mert ilyenkor az APF szog barmelyik irdnyua forgassal 180°, az

F PB szog pedig kisebb.
¢) Ha P az AFG szogtartomanyban van, akkor F'P szétvalasztja A-t és B-t. (2. abra).

B !



2. dbra

Tiikrozziik FP-re az APF szoget, legyen az A pont tiikorképe A’. Ekkor elegendd azt igazolnunk, hogy az FPB
sz0g része az FPA-val egyenls FPA’' szognek. — Messe az F P egyenes k-t méasodszor Q-ban. Igy egyrészt az FQA
és QB szogek egyenlSk, mert k-nak a szaraik kozti FA, FB ivei egyenl6k, masrészt a tiikkrozés folytan az FQA és
FQA’ szogek egyenlok, és ezért A’ és QB egyenesen van, tovibba QA" = QA < QB, tehat A' a QB hir belsé pontja.
Igy pedig a PB félegyenes valoban az A’ PF szogtartomanyban van.

A fentiekben az allitast P minden lehetséges helyzetére igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Nem hasznaltuk fel, hogy az F-fel felezett AB iv kisebb félkornél, ezért az allitds barmekkora AB
ivre érvényes.

2. A bizonyitas a) részében nem hasznaltuk fel, hogy P a k-n beliil van, igy meggondolasunk az ABF' szogtartomany
k-n és rajta kiviil fekvdé 1. része minden pontjara érvényes (az 1. abran Pp), ugyszintén a BF szakasz F-en tuli
meghosszabbitdsanak P, pontjaira is, mert igy a PoB és PoF félegyenesek egybeesnek, szogik 0. Az 1. sikrész mésik
hatarolo félegyenesén, a BA szakasz A-n tuli meghosszabbitasan levé P3 pontokra viszont a két kérdéses sz0g azonos.

Kézenfekvs most mar legalabb vazlatosan attekinteni a kérdéses szogek nagysagviszonyat minden az (1)-et teljesits
P pontra. Ha P kilép I-b6l BA-nak A-n tali meghosszabbitasan at, de nem lépi at F'A-t (II. sikrész, Py), akkor a PB
félegyenes kilép az APF szogtartoméanybol, APF része BPF-nek, (2) irdnya ellentétesre fordul. Ugyanez adodik a III.
sikrészben, vagyis ha P az AFG szdgtartomanynak k-n kiviili pontja (a 2. abran Ps), mert ilyenkor a ¢) alatti ¢ pont
F &s Ps kozé esik, és igy A'PsF< < BPsF<.

Vs

3. dbra

Veégiil a IV. sikrészben valasztott Ps-tal Q a GB iven adodik (3. abra), ezért QA’ > QB, igy APsF<1 = A'PsF< >
BPsF<, itt tehat érvényes (2). — Most mar a PA > PB koévetelmény mellett a megfelels sikrészek hatarvonalait
FG-re tiikrozéssel kapjuk, igy a 3. abra csikozott részein a kérdéses szogek koziil APF nagyobb, a vilagosakon F'PB
nagyobb, a hatarvonalakon pedig a két szog — amint az konnyen belathato — egyenls. (Mezei Ferenc ,térképvazlata’).

A tovabbi megoldasokban csak a fenti ¢) esettel foglalkozunk, ezt 3 alesetre bontjuk fel aszerint, hogy P az AB-nek
F-fel ellentétes, ill. megegyez6 partjan van — vagyis az utébbi alesetben az ABF haromszogben — vagy pedig magan
az AB huron. — Mindkét tovabbi megoldas Muszély Gydrgy megoldasainak egyszertsitése.




II. megoldas: ¢; ) Ha P az AB-nek F-fel ellentétes oldaldn van (4. abra), akkor a kérdéses APF és FPB szogek
a kisebb APB szognek részei. Az A, B, P pontokon atmeng k; kor P-t nem tartalmazo, vagyis k-n kiviil levé AB
ivének F felez6pontja az AB egyenesnek F-fel egyezs oldalara, vagyis GF-nek F-en tul valé meghosszabbitasara esik.
Igy F\ az APF szogtartomanyban van, F pedig az Fy PB szogtartomanyban. Amde PF) felezi a kisebb AP B szoget,
ennélfogva az APF szog Fy PF szoggel nagyobb, az F'PB szog pedig ugyanennyivel kisebb az APB szog felénél, ez
megfelel az allitasnak.

5. dbra

c2) Ha P az AB-nek F-fel egyez6 oldalan van (5. abra), akkor az A, B, P pontokon atmend ko kor P-t nem
tartalmazo, vagyis k-n kiviil levé AB ivének F» felezGpontja az AB egyenesnek F-fel ellentétes oldalara, F'G-nek
G-n tul valo meghosszabbitasara esik. A kérdéses APF és FPB szogek egyenes szognél nagyobb Gsszegét ebben az
alesetben Fy P-nek P-n tul val6 PH meghosszabbitasa felezi. A PH félegyenes FG-nek A-t tartalmazo oldalan van,
ezért az APF szoget osztja részekre. Igy az APF sz0g nagyobb, FPB pedig kisebb az APH = HPB szgnél. Ezt
kellett bizonyitanunk.

¢3) Végiil ha P az AB szakaszon van, akkor (2) fennéll, mert APF tompaszog, F'PB pedig hegyesszog.

Megjegyzések. 1. A ¢2) aleset meggondolasa nem alkalmazhaté az F'A hurral lemetszett korszeletben felvett P-re,
mert ilyen esetben a 180°-nél nagyobb APF szbget hasonlitanok az F'PB szoghoz.

2. Lényegében a fenti meggondolast mondjuk el masképpen annak az R pontnak a helyzetét tekintetbe véve, ahol
a PF egyenes a ky, ill. ky kort masodszor metszi.

A ¢ ) alesetben (4. abra) F a k;-re nézve belsG pont, ezért R egyrészt a PF szakasz F-en tul valo meghosszabbitasan
van, F'G-nek P-vel ellentétes, vagyis B-vel egyezs oldalan. Mésrészt R a P-t nem tartalmazo AB ivnek pontja. Ezek
szerint R a (révidebb) BFy iven van. Igy kj-nek AFyR ive hosszabb a BR ivnél, tehat APR< > RPB<, vagyis
APF< > FPB<.

A ¢y) alesetben (5. abra) F' a ko-re nézve kiils6 pont, ezért R egyrészt az F'P szakasz P-n tuli meghosszabbitasan
van, FG-nek P-vel egyezs, B-vel ellentétes oldalan, masrészt az AFyB iven. Igy R a (rovidebb) AF, ivnek pontja,
AR < < RB, APR< < RPB«, ezért 180° — APR< > 180° — RPB«, azaz APF< > FPB<.

II1. megoldas: A feladat allitasa akkor és csak akkor igaz, ha az APF héaromszog A és F-nél levs (belss) szogeinek
Osszege kisebb, mint a BPF haromszog B és F-nél levs (belss) szogeinek 6sszege. Ezt fogjuk bizonyitani.

Legyen P tiikorképe FG-re P', igy az APP’'B négyszog konvex trapéz.

A ¢;) alesetben P’ az FBP szdgtartomanyban van (6. 4bra).




Ugyanis P és P’ az ABP héaromszog belsejében vannak, tehat P’ BA< < FBA<, masrészt az ABP haromszogbdl
(1) alapjan PBA<t < PAB< = P'BA<. Ennélfogva

(3) PAF< = P'BF<1 < PBF«.
Masrészt P’ a BFG szogtartomanyban van, amely része BF P-nek, ezért
(4) PFA< = P'FB« < PFB«.

Most mar (3) és (4) két-két szélsé tagjanak 6sszeadasaval a kivant egyenlGtlenség adodik.

Ha pedig AB elvalasztja P-t és F-et (7. abra), akkor egyrészt
(5) PFB<« - PFA<x = PFB«— P'FB« = PFP'«,
ez pedig PP’ latoszoge F-b6l; masrészt
(6) PAF< - PBF<= P BF<—- PBF<=PBP'«,
ez pedig PP’ latoszdge B-bol; ekkor B ugyanazon oldalan fekszik PP’-nek, mint F. — Marmost a PP'F héromszog

koré irt k" kor érinti k-t F-ben, minden més pontja k belsejében van, igy B a k’-re nézve kiilsé pont. Ezért PP’-nek
B-b6l vett latoszoge kisebb az F-bol vett latoszogénél, azaz (5) és (6) alapjan

PAF< - PBF< < PFB< — PFA«.

Innen pedig atrendezéssel
PAF<+ PFA< < PBF<+ PFB4«,

amit bizonyitani akartunk.

3. feladat: Legyen az ABCD konvexr négyszog AB és CD oldalanak felezépontja E és F', az AF és DE met-
széspontja G, a BF és CE metszéspontja H. Bizonyitandd, hogy az AGD és BHC hdromszdgek teriletének dsszege
egyenld az EHFG négyszag teriletével.

I. megoldas: Huzzuk meg a négyszog AC és BD atloit. Az AF és CE szakasz az ACD, ill. ABC haromszdgben
stlyvonal, tehat a haromszoget két egyenls teriiletti haromszogre osztja (8. abra):




(1) ADF = ACF, BCE = ACE
(az idomok teriiletét ugyantgy jeloljik, mint magukat az idomokat). Ezekbdl 6sszeadassal
(2) ADF + BCE = AECF,

mert az ABCD négyszog konvexsége folytan D és B az AC-nek ellentétes partjan fekiisznek, és ezért ugyanez all F
és E-re is. Figyelembe véve a DFE és BF egyenesekkel valo felbontast is, (2)-t igy irhatjuk:

(3) ADG + DGF + BCH + BHE = AEG + CFH + EHFG

(mindkét oldalon az ABCD négyszog teriiletének fele &ll).
Hasonléan a DE és BF sulyvonalakkal két-két egyenld részre osztott ABD és BC'D haromszogekbdl

(4) ADE + BCF = EBFD,
amit részletesebben igy irhatunk:
(5) ADG + AEG+ BCH +CFH =BHE + DGF + EHFG.

Mar most (3) és (5) Osszegébdl a két oldalon felleps egyenls tagok elhagyasaval és 2-vel valé osztassal a bizonyitandd
egyenldséget kapjuk:
ADG + BCH = EHFQG.

II. megoldas: Ismeretes, hogy a trapézt atloi négy olyan haromszogre bontjak, melyek koziil a szarakra tamasz-
kodok egyenls teriiletiek. Ezt a tételt fogjuk haromszor felhasznélni. Feltehetjiik, hogy D és C koziil D van tavolabb
AB-t6l. Hazzunk D-n és C-n at AB-vel parhuzamost és jeloljiik ezeknek AF meghosszabbitasaval, ill. BF-fel valo
metszéspontjat D’ ill. C'-vel (9. abra), tovabb&a ED’ és FC' metszéspontjat J-vel.
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AED'D és EBCC' trapézok, igy
AGD = EGD’
és
BCH = FEHC(C'.

Az EGD’ és EHC' haromszogek egyiittesen nem takarjak le az F H FG négyszdget, kinyulik az F' D’ J, nincs lefedve
az EC'J haromszog. Ha sikeriil igazolnunk, hogy ezek egyenld teriiletiiek, akkor a feladat tételét bebizonyitottuk.
Ehhez viszont elegendé megmutatni, hogy C'D’ parhuzamos EF-fel, mert ekkor az EC’' D' F négyszog trapéz voltabol
kovetkezik allitasunk.

Jeloljiikk CC’-nek EF és AF-fel valo metszéspontjat P, ill. Q-val. Igy EF az AB szakasszal egyiitt a vele parhuzamos
QC' szakaszt is felezi. Masrészt a QCF és D' DF haromszogek egybevagosagabol kovetkezik, hogy QF = FD'. Tehat
P,ill. F a QC'D’ haromszog QC’, ill. QD' oldalanak felezépontja, és igy valdoban PF parhuzamos C’D’-vel.

Ha D és C egyenl6 tavolsagra esnek AB-t6l, akkor D' és C’ egybeesnek F-fel, és igy az EGD’ és EHC’ haromszdgek
egylitt pontosan lefedik az EH F'G négyszoget.



II1. megoldas: Azt mutatjuk meg, hogy
AED + EBC = ABF,
illetsleg e teriileteket 2, 2, ill. 3 idom teriiletének Osszegeként felirva
AEG+ ADG + EBH + BCH = AEG+ EBH + EHFG.

Innen ugyanis a két oldal egyenls tagjainak elhagyasaval a bizonyitando tételt kapjuk.
Valoban, D, F, C-nek AB-n levé vetiiletét rendre D', F', C’'-vel jelélve (8. abra) a C DD’'C’ idom trapéz, és benne
FF’ a kozépvonal, tehat

=FF'.

DD’ n cc’
2 2
Innen pedig mindkét oldalt AE-vel szorozva, majd az AE = EB = AB/2 egyenlségeket figyelembe véve

1 1 1
§AE~DD’+§EB~C’C’: §AB-FF’

adodik, ami allitasunkat igazolja.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa altalanosithato: a kimondott teriiletegyenl&ség akkor is fennall, ha F és I az
AB, ill. CD oldalt (nem felezi, hanem) ugyanolyan g ardnyban osztja két-két részre: AF : EB = q, azaz AE = q- EB,
és ugyanigy CF = g - FD (10. abra, itt ¢ = 2).

10. abra

Az &llitads mindharom fenti megoldés gondolatmenetével igazolhatd; alabb az I. megoldas médositasaval bizonyitjuk.
Az ott szerepld (1)—(3) egyenlGségek jobb oldala most a bal oldal g-szoroséaval lesz egyenld, (4) és (5) bal oldala viszont
a jobb oldal g-szorosaval. Igy a (3) és (5)-bol keletkezett egyenlségek Osszegében 2 helyett (1 4 g)-val osztva kapjuk
az altalanositas allitasat. Ez az altalanositas Bollobds Béla dolgozataban szerepel.

2. Konnytd belatni, hogy a nem konvex (vagyis az egy 180°-nal nagyobb bels6 szoggel biro, valamint a hurkolt)
négyszogekre az allitas nem igaz.



