1. feladat: Hdny olyan legfeljebb hatjegyi természetes szam van, amelyben eldfordul az 1-es szdmjegy ?

Elézetes megjegyzés. Szamos versenyzé azt hatarozta meg, hany az l-es szamjegyet tartalmazo6 szam [, van kiilon-
kiilon az egy-, a két-, ..., a hatjegyd szamok kozott, és a feladat kérdésére a valaszt e hat szdm Osszegével adta meg.
Ehhez hasonlo, de egyszertibb megoldas a kdvetkezd.

I. megoldas: Legfeljebb hatjegytiek azok a szamok, amelyek leirasdhoz egy, vagy két, vagy ..., vagy hat szamjegy
sziikséges, mas szoval hat szamjegy elegends. Mindezek pontosan hat jeggyel is irhatok, ha a 0 jegyet a tobbi jegyektol
meg nem kiilonboztetve kezdd szamjegyként is megengedjiik, és minden legfeljebb 6t jeggyel irt szam elé annyi 0-t
gondolunk irva, hogy jegyeinek szama hat legyen.

Jeloljiik az 1-es jegyet tartalmazo legfeljebb n-jegyti szdmok szamat F,-nel. Igy nyilvan F| = 1, mert az egyjegyt
szamok koziil egy felel meg: az 1, és feladatunk Fg megallapitasa. Tegyiik fel, hogy F,-et méar ismerjiik; ekkor F,41-et
a kovetkezs meggondoléssal kaphatjuk meg. Csoportositsuk az 1-es jegyet tartalmazoé legfeljebb n + 1 jegyd szamokat
kezdd jegyiik szerint. Az 1-essel kezd6ddk szama 10", mert benniik a tovabbi n helyre tetszés szerint irhatunk jegyeket,
mindegyikre a 10-féle jegy mindegyikét, egymastol fﬁggetlenﬁl. A0, 2, 3,4, ...9-essel kezd6dd n+ 1 jegytek szdma
pedig minden csoportban F,,, hiszen ezeknek a hatralevs n jegyt résziikben kell 1-est tartalmazniuk. Ezzel valamennyi
megfelels n 4 1-jegyt szamot figyelembe vettiik, mindegyiket pontosan egyszer, tehat

Foi1 =10" 49 F,.

Ezzel n. rekurzi] képletet kaptunk F), kiszamitasara. Igy Fb» = 10 +9 - F; = 19, F3 = 100 +9 - 19 = 271,
Fy =100049-271 = 3439, F5 = 10000+ 9 - 3439 = 40951, végiil Fs = 100000 + 9 - 40951 = 468 559. — Ezzel a
kérdésre a valaszt megadtuk.

II. megoldas: Csoportositsuk a szoban forgd szamokat aszerint, hogy a legértékesebb helyen allo, mas szdval
balrol elsé 1-es jegyiik rendre az egyes, a tizes, a szézas, . . ., a szazezres helyen all. Igy hat csoport jon létre és minden
szamunk pontosan egy csoportba jut. Az elGallitisban az emlitett 1-es helyének kivételével mind az 6t tovabbi helyet
uagy kell betolteniink, hogy az emlitett 1-es utan barmely jegy allhat, elétte pedig barmely 1-t6] kiillonbo6zé jegy.

Az els6 csoport szamainak az egyes értéki, vagyis balrol az utolso jegye 1-es, tobb 1-est nem tartalmaznak. Benniik
a tizes értékd helyre az 1-est6l kiilonb6z6 9 jegy mindegyikét figyelembe kell venniink. Barmelyiket véve tizesnek a
szazas értékd jegy ismét 9-féleképpen toltends be, igy a tizes és szézas értékd helyeken 9 - 9-féle betoltés lehetséges.
Ugyanigy a tovabbi harom hely is 9-féleképpen tolthets be, tehat e csoport 9° szamot tartalmaz.

A miésodik csoportba tartozd szamok tizes értékd jegye 1, a mogotte allo egyes értékii helyre mind a 10 jegyet
irhatjuk, az el6tte allo négy jegyet pedig ismét 9-féleképpen valaszthatjuk meg, igy ebben a csoportban 9% - 10 szamot
kapunk. — Tovabb haladva csoportrol csoportra eggyel-eggyel t6bb hely tolthets be 9 helyett 10-féleképpen, igy az 1-est
tartalmazo szadmok szama a hat csoportboél Osszesen:

N=9"+9*.10+9%-1024+9%2.10% + 9 - 10* + 10°.

Vegyiik észre, hogy e hat tagi Osszeg tagjai mértani sorozatot alkotnak 10/9 hanyadossal, igy az Osszegképlettel
N = 468 559.

III. megoldas: Kombinatorikai ismeretekre és a binomialis tételre tadmaszkodva a kérdéses szamok szamét az
el6z6khoz hasonléan a benniik felléps 1-esek szdma szerint csoportositott elGallitasuk alapjan is megkaphatjuk, a
szamokat itt is hatjegytre kiegészitett alakjukban &llitva el6. Az egyetlen 1l-est tartalmazd szamok 1l-esét a 6 hely
mindegyikén kell figyelembe venniink, a tobbi 5 helyen pedig a tovabbi 9 jegyet minden lehetséges modon, tehat az
ilyen szamok szama 6 - 9°. A pontosan két, harom, ..., hat l-est tartalmazo szamok l-eseinek helyét rendre
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feleképpen valaszthatjuk meg és minden egyes megvélasztas utan a tobbi 4, 3, 2, 1 helyet 9%, 93, 92, 9-féleképpen
tolthetjiik be, ill. az utolsé esetben készen is vagyunk, nincs tovabbi betoltends hely. Ezek alapjan a keresett szam

6 6 6 6
N —=6-.9° .94 .93 .92 . 1.
6 9+<2) 9+<3) 9+(4) 9+(5) 9+

Vegyiik észre, hogy N ezen kifejezéséhez elsé tagként 9%-ot adva al 9+ 1)6 hatvany kifejtését kapjuk. Ennek alapjan
N =(9+1)%-9%=10°—-95= 1000000 — 531 441 = 468 559.

IV. megoldas: A legutobbi eredményhez egyszertibben igy juthatunk el. Tekintsiik valamennyi hatjegyd és hat-
jegyten irhato szamot, beleértve 0-t is a 000000 alakban, ezek szama 999999 + 1, masképpen 10°, mert mind a hat

LA feladat tartalmanak megfelelGen elég ,természetes szam” helyett roviden ,,szam”-ot mondanunk.

2Mz’ausképpen: e szdmok 100 ... 0-t6l 199 ... 9-ig terjednek, ahol a 0-ok, ill. 9-esek szama n, — igy szamuk 199 ... 9 -9 ... 99 =
100 ... 0 =10".

3326 szerint: visszafuto; az el6zére tamaszkodo.



helyre mind a 10 jegyet egyméstol fiiggetleniil sorra vessziikk. A kovetelménynek megfelel6 szamokhoz ugy jutunk, ha
elhagyjuk az 1-es jegyet nem tartalmazoé szamokat, mas széval mindazokat, amelyekben a 6 hely mindegyikén 1-estél
kiilonboz6 jegy all. Ezek szama 9%, tehat N = 10° — 95, (Ekozben a 0-t is elhagytuk.)

Megjegyzések: 1. A II. megoldasban kapott Osszeget 10 — 9 alakban 1-gyel szorozva a III. megoldasban kapott
10% — 95 alakra hozhatjuk.

2. A TV. megoldasban azt hasznaltuk fel, hogy valamennyi legfeljebb hatjegyid természetes szamnak Osszessége, ill.
az l-es nem tartalmazésa miatt elhagyandoé szamok Gsszessége — a 0-t mindkét Gsszességbe beszamitva — azonos a 10-,
ill. 9-féle szamjegy ismétléses 6-odosztalyu variacidival.

3. Altalanositasok: a) Egyik megoldasban sem hasznaltuk ki, hogy a kitiintetett szamjegy éppen az 1-es. Eszerint
azoknak a legfeljebb hatjegyi természetes szamoknak a szdma, amelyekben egy adott tetsz6leges (0-t6l kiilonbozs)
jegy el6fordul: 468 559.

b) Mindegyik megoldas gondolatmenete akkor is alkalmazhato, ha az olyan legfeljebb n-jegyt természetes szamok
szamat keressiik, amelyekben egy megadott (0-t6l kiilonb6zs) szamjegy eléfordul. Ezek szama (pl. a IV. megoldasbol)
10" — 9™,

¢) Ugyanezt a kérdést egy tetszGleges k alapt szamrendszerben vizsgalva — ahol k az 1-nél nagyobb természetes
szam, és a figyelembe vett szdmjegy nem a 0, — a kovetelménynek eleget tevs szamok szama

k" — (k —1)".

2. feladat: a, b, ¢ olyan szdmok, melyekre 4ac — b* nem-negativ és ,a” pozitiv. Bizonyitandd, hogy

dac — b?
(1) a+c—\/(a—c)2—|—b2§acT.

Mikor dll fenn egyenldség ?

I. megoldas: Igyekezziink az (1) egyenlGtlenséget olyan alakra hozni, melynek helyessége mar nyilvanvalo.
Szorozzuk meg (1)-et a feltevés szerint pozitiv 2a szammal, elegendd az igy nyert

202 + 2ac — 2a\/ (a — ¢)* + b2 < dac — b?

egyenl6tlenséget igazolni, vagy ehelyett is az atrendezéssel keletkezett

(2) 202 — 2ac + b% < 2a\/ (a — ¢)* + b2

egyenlétlenséget.

a) Ha itt a bal oldal negativ, azaz 2a*® — 2ac + b* < 0, akkor az egyenlGtlenség teljesiil, mert a jobb oldal a
négyzetgyok egyértelmd értelmezése, valamint a feltevés folytdan nem lehet negativ. Mivel eddig csak megfordithaté
atalakitasokat végeztiink, ebben az esetben a kiindulasi egyenl6tlenség is helyes, mégpedig az egyenlGtlenség jele all
fenn.

b) Ha pedig a bal oldal nem-negativ, akkor elég megmutatni, hogy a bal oldal négyzete nem nagyobb a jobb oldal
négyzeténél:

(3) (2a% — 2ac + b*)? < 4a®(a — ) + 4a*V? = (2a® — 2ac)? + 4a*V°.

A jobb oldal els6 tagjat a bal oldalra athozva és a két négyzet kiilonbségét szorzatta alakitva:
b?(4a® — dac + b*) < 4a%b?,

végiil minden tagot a jobb oldalra gytijtve

(4) 0 < b*(4ac — b?).

Mivel itt az els6é tényezé mindig, a mésodik pedig a feltevés szerint nem-negativ, azért a szorzat valéban nem
negativ, és mint lattuk, ebbsl kovetkezik az eredet egyenlStlenség helyessége. EgyenlSség (4)-ben és ezzel egyiitt az
el6z6 egyenlGtlenségekben is csak a b® = 0, vagy a 4ac — b> = 0 esetben lehetséges.

Ha azonban valamely a, b, ¢ értékrendszerrel (4)-ben és igy (3)-ban is egyenlSség teljesiil, ebbdl visszafelé nem
foltétleniil kovetkezik, hogy (2)-ben és igy (1)-ben is egyenlSség all fenn, mert (2) jobb oldala pozitiv, a bal azonban
nem foltétleniil. Igy a font emlitett két esetben meg kell még vizsgalnunk, allhat-e — és ha igen, milyen feltételek mellett
— (1)-ben egyenldség.

b =0 esetén (1) igy alakul:

a+c—la—c| <2

a—c<|a—c,



itt egyenléség csak a > c esetén &ll fenn.
4ac — b* = 0 esetén (1) igy alakul:

a+c—la+c| <0,
a+c<|a+c,

itt csak a + ¢ > 0 esetén all fenn egyenléség. Ez azonban mindig teljesiil, mert 4ac = b*> > 0 és a > 0 folytan ¢ > 0.
Mindezek szerint (1) a feltevések mellett mindig teljesiil, egyenlSség akkor és csak akkor all fenn, ha vagy

1) b=0 és a>c¢, vagy
2) 4dac—b*=0.

Megjegyzések: 1. Tobben a negativ oldalakat tartalmazo
—2av/(a — €)% + b2 < —(2a* — 2ac + b?)

egyenl6tlenség gépies négyzetreemelésével a bizonyitando egyenlStlenségnek éppen az ellenkezgjét vélték ,bizonyitani”.
Ezek a versenyzGk a négyzetre emeléskor hibaztak, mert hiszen pl. —5 < 4, és —5 < —4, de négyzetreemelés utdn mar
a 25 > 16 egyenl6tlenség all fenn.

2. Azokra az a, b, ¢ értékrendszerekre, amelyekre (2) bal oldala negativ, az eredeti egyenlStlenség 4ac — b elgjelétél
fiiggetleniil teljesiil. (Itt csak a pozitiv voltat hasznaltuk ki.)

Azokra az a, b, ¢ értékrendszerekre, amelyekre (2) bal oldala nem-negativ, 4ac — b2 <0 és a > 0 esetén az eredeti
egyenl6tlenség forditottja igaz; a < 0 és 4ac — b*> > 0 esetén az egyenl6tlenségnek szintén az ellenkezGje igaz; és végiil
a < 0 és 4ac — b* < 0 esetén az eredeti egyenl6tlenség igaz.

II. megoldas: Vonjuk ki a vizsgalando egyenlétlenség bal oldalat a jobb oldalbol; atalakités és Gsszevonas utan

72
%—(a-ﬁ-c)—i— (a—c)* + 2=
(3)
b2
=\/(a—c)" +b°—(a—c)—— =0
> o2 5 20

Ebbdl egyszertibb kifejezés adodik, ha megszorozzuk a

2
(6) \/(a—c)2+b2+(a—c)+b—
2a
értékkel. Ez a szorz6 nem negativ, mert nagyobb vagy egyenls, mint |a — ¢| + (a — ¢), ami pedig nem negativ, és 0 is
csak b = 0, a < ¢ esetben lesz, de ekkor (5) bal oldala |a — ¢| — (a — ¢) = 2(c — a) > 0, tehat a bizonyitandé &llitas
érvényes.
Ha (6) értéke pozitiv, és megszorozzuk vele (5)-6t, akkor

(7)

2a

(\/m—(a—c)— bz) ( (a—c)2+b2+(a—c)+—2> _

Ca—pr- o+ B Py Y
= (a C a C % = aa C 4@2—
b%(4ac — b?)

-T2 2P

Ebbdl kovetkezik az allitas helyessége. Az egyenlGség esetének vizsgilata ugyantugy torténhet, mint az I. megoldasban.

Megjegyzés: A (6) kifejezés atalakitasabol adodik, hogy

4ac — b?

(a—c)2+b2—|—(a—c)+s—a:\/(a—|—c)2—(4ac—b2)—|—(a—|—c)— 5

<2(a+c).

Ha a (7) bal oldalan (6) helyébe a nala nagyobb vagy egyenls (pozitiv) 2(a+ c)-t tessziik és atosztunk vele, azt kapjuk,

hogy
2 2 32
/(a_c)2+bz_(a_c)_b_zw7

2a 8a?(a + ¢)



és ebbdl tovabbi atalakitassal

® (a+c)— (a—c)2+b2§<1 s ).4“0—172_

"~ 4a(a+c) 2a

Ez a feladatban kitdzott allitasnal erésebb allitas. Ugyanis a jobb oldal els6 tényezéjének értéke altalaban kisebb 1-nél.

ITI. megoldas: Az (1) egyenlGtlenség bal oldala nem negativ, mert

at+c—(a—c2+b2=a+c—/(a+c)?—(4ac—b2)>a+c—|a+c =0,

ugyanis a feltétel szerint 4ac — b? > 0, és a > 0, tehat ¢ > 0, és igy a + ¢ > 0.
Ha pozitiv a bal oldal (vagyis ha 4ac — b* > 0), akkor osszuk el vele mindkét oldalt. Ekkor azt kell megmutatni,
hogy a mondott feltételek mellett

dac — b?

(9) A= 2a > 1.

Gyoktelenitsiik a nevezét:

(4ac — b?) (a—i— c++/(a—c)?+ b2>

2a(at )’ — (a—cf — ¥
(4ac — b?) (a +ec++/(a—c)?+ b2>

(10) - 2a(dac — b?)

Ha 4ac — b2-rdl feltettiik, hogy nem zérus, egyszertsitve vele

a+c++/(a—c)?+ b2 < a+c+la—c|
2a - 2a ’

A:

és itt ha a) a > ¢, akkor a jobb oldalon 2a/2a = 1 all,
ha pedig b) a < ¢, akkor a jobb oldal értéke 2¢/2a > 1,
tehat mindig A > 1.
EgyenlGség csak az a) esetben allhat, éspedig akkor és csak akkor, ha

(a—c)?+b?=la—c|, azazha b=0.

Ha viszont a 4ac — b® kifejezés elttinik, akkor, mint lattuk, az eredeti egyenlStlenség bal oldala elttinik, és elttinik
a jobb oldal is, tehat ez esetben is helyes az allitas, mégpedig egyenl@ség all fenn.

Megjegyzés: Mig az el6z6 megoldashol egy élesebb fels6 becslést sikeriilt kapnunk, addig ebbdl a megoldasbol (1)
bal oldalara also becslést kaphatunk. Ha 4ac — b* porzitiv, akkor (10)-ben egyszertisitve vele

atct+y/(a—c)?+b0>  a+c+/(a+c)?— (dac—b?)

A= =
2a 2a

A tort értékét hatarozottan noveljiik, ha a gyokjel alatti pozitiv kivonandot elhagyjuk:

atctlate  2a+c)

a—+c
2a 2a a

A<

A értékét (9)-bol beirva és atszorozva kapjuk

4ac — b?
L<[a+c— (a—c)2+b2}~a+c,
2a a
vagyis
a  4ac—b?
11 ket _ — )2 + 2.
(11) s 5 <a+c—+/(a—c)?+

Ez akkor is teljesiil, ha (1)-ben b = 0 és a > c folytan egyenlGség all fenn; ha pedig 4ac — b? = 0, akkor (11) is
egyenlGségbe megy at, mert mindkét oldal értéke 0.



gy (9) és (11)-gyel (1) bal oldalat a kovetkezs korlatok kizé szoritottuk:

a dac — b2 2 b2 dac —b?
Jraez o —J(a— < (1- : .
a+c 2a sate (a=c)+ _< 4a(a+c)) 2a

3. feladat: Az ABC egyenld szdri hdaromszogben a B csicsndl fekvd szog n-szer akkora, mint az A csiucsndl fekvd
5209, ahol n 1-nél nagyobb egész szam. Mutassuk meg, hogy lehet a hdromszéget n — 1 egyenes vdgdssal igy szétvagni
n eqyenld szdri haromszogre, hogy valamennyi hdromszog szdrai eqyenldk legyenek.

Megoldas: Legyen a BAC szbg nagysaga ¢, igy az ABC szog ny. Ezek kiilonbozok, ezért a haromszog szarai
vagy A-ban, vagy B-ben futnak ¢ssze. Az allitast a két esetre kiilon-kiilon bizonyitjuk.

L eset: a szarak AB és AC, tehat a C csicsnél levs szog nagysaga ny, a szogek Osszegébol ¢ = 180°/(2n + 1),
ez hegyesszog, mert 2n + 1 > 5, és ny ugyancsak hegyesszog. — Elegendd egy olyan AyByCy haromszoget adnunk,
amely n — 1 egyenes vagéssal n egyenl§ szara haromszogre bonthaté egyenls hosszi szarakkal és hasonlé az ABC
haromszoghoz. Nyilvanvaloé ugyanis, hogy az AgBoCo-t ABC-be atvivé hasonlosigi transzformacidval valamennyi
vagasszakasz megfeleljét ABC-ben megszerkesztve és e haromszoget a kapott szakaszok mentén szétdarabolva ebbdl
is n egyenld szart haromszog all el§ egyenls hosszu szarakkal.

Egy a kivant tulajdonsaggal bir6 AqByCy haromszoget egy Ag csicst, ¢ nagysigu szogbdl kiindulva a kévetkezd,
n + 1 lépésbdl allo és 1lépésenként 1-1 ajabb segédpontot elGéllitod szerkesztéssorozattal kaphatunk. A segédpontokat
rendre Ay, As, ..., A,, Ant1-gyel jeloljiik. Els6 lépésiil Ag-bol egy tetszés szerinti Ag A1 = d szakaszt mériink a szog
egyik széarara (1. abra, ezen n = 4).

1. dbra

A 2. 1épésben A; koriil d sugarral kort irva Ag-ként vessziik e kornek a szog masik szaran levs, Ag-tol kilonbozd
metszéspontjat. A tovabbi pontokat valtakozva a szog egyik és masik szarabol metssziik ki az utoljara kapott pont
koriil d sugarral irt korivvel és mindig tigy, hogy azok a korabbi metszéspontoktél kiilonbozok legyenek. Igy Az gyanant
az As koriil d sugarral irt kdrnek a szog els6, Ag Ay szaran levs, A;-t6l kiillonb6z6 metszéspontjat vessziik. Az n+ 1-edik
lépés utdn A, -t Bo-nak, A, ;1-et Cp-nak véve el6ttiink all a kivant AgBoCy haromszog, és ezt az A1-t6l A, -ig terjeds
egymés utani n — 1 segédpontpart 0sszekots n — 1 egyenld szakasz darabolja fel a kivant moédon.

Mivel az Ag-nal levs ¢ szog hegyesszog, azért As valoban a mésik széron jon létre. Az A; AgAs = Hy haromszog
egyenld szard, igy As-nél levs szoge is ¢, tehat A;-nél levs kiilsG szoge ¢ + ¢ = 2¢. — Ez is hegyesszog, ezért As az
Ap-t6l tavolabb jon létre, mint A;. Igy az emlitett kiilsG szog az Ax A1 A3 = Hy egyenlészari haromszognek belss szoge,
tehat Ho-nek As-nal levs szoge is 2, tovabba Hs kiviil all Hyi-en, Aj As oldaluk k6z6s, Aq-be befutdo A; As és A1 Ag
oldalaik egymas meghosszabbitasai, igy egyiitt kitoltik az AgA3As = Jo haromszoget. Ezért az A; A3As sz0g Jo-nek
is szoge, ennélfogva Jo-nek As-nél leve kiilsé szoge ¢ + 2 = 3p. — Ha n > 2, vagyis n > 3, akkor 3¢ is hegyesszog,
igy Ay tavolabb van Agp-t6l, mint As. Ezért az A3As Ay = Hs egyenld szard haromszog kiviilrsl csatlakozik Jo-hoz és
Ay-nél levd szoge is 3, egyenld az utobbi kiils6 szoggel. Az As Ay Ag sz0g a Jo és Hs-bol Gsszetevédd AgAsAy = J3
haromszognek is szoge, igy Js-nak As-nél levs kiilsG szoge ¢ + 3p = 4.

Teljes indukciéval minden k < n-re konnyd belatni, hogy az AxAr—1Ar+1 = Hi egyenlS szart haromszogben
AkAkflAkJrlQ = AkAk+1Ak,1<I = k(p (2. abra).



2. dbra

Ennek helyességét k = 1, 2-re és n > 3 mellett k = 3-ra az el6z6kben lattuk. Ha mar most %k olyan az n-nél kisebb
szam, amelyre allitasunk érvényes, akkor érvényes k + 1-re is. Ugyanis k < n folytan k+1 < n, és igy a miiveletsorozat
még folytatodik. Az AgAgAgt1 = Ji haromszog Ap-nal levé kiilss szoge (k4 1)p < np < 90°, ezért az Ap4q koriili d
sugaru korrel az Ay Ay szarbol kimetszett Ao tavolabb van Ag-tol, mint Ay, tehat az Axi1 Ak Akro = Hiy1 egyenld
szart haromszog kiviilrél csatlakozik Jy-hoz. Igy Ji-nak Ag-nél levs (k + 1)@ nagysagu kiilsé szoge Hy,1-nek belss
szoge, tehat AgAptoAri1< = AppoArAr1<< = (k + 1)p. Ezek szerint éllitasunk érvényessége valoban oroklédik
minden az n-nél kisebb k-rél k + 1-re.

Tekintsiik most mar a J,, = Ag A, An+1 = Ao BoCo haromszoget. Ebben a fentiek szerint AgCoBo< = AgApn+14An<< =
A 1 An 1 An<t = nep, és ezért AgBoCo<t = 180° — o —np = (2n+1)p — (1 +n)p = ne. Igy J, egyenls szart, a szogek
egyenlGsége folytan hasonlo az adott ABC haromszoghoz és maradéktalanul szétvaghatd a Hy, Ho, ..., H, egyenls
szard haromszogekre. A szerkesztéssorozat els és utolsod 1épése, az AgA; és A, A, 1 szakasz nem vagando, tehat a
vagasok szama (n+1) —2 = n— 1. Mindezek szerint J,,-nek megvan a kivant tulajdonsaga. Ezt kellett megmutatnunk.

Tovabbhaladas el6tt vegyiik észre, hogy az AgBoCy haromszogben BoCy = A, A, +1 = d. Ennek alapjan megtakarit-
hatjuk a hasonléséigi transzforméciot: a fenti szerkesztéssorozatot az adott haromszogben A-bol kezdve és d = BC-vel
végrehajtva azonnal a kivant felbontast kapjuk. Igy A, és A, kittzése elmarad. A szerkesztéssorozatot forditott
sorrendben, azaz B vagy C-bdl kezdve is végrehajthatjuk, ilyenkor A, _; az els szerkesztett pont.

Vegyiik észre azt is, hogy szerkesztéssorozatunk elsé k + 1 1épésével, ill. az A;Ag ... Ax_1 Ay vagassorozat k — 1
vagasaval, az AgArAxy1 = Ji (nem egyenld szart) haromszoget is az elSirt tulajdonsagt haromszogekre daraboltuk
(itt ApAgy1 nem vagando, mert Jy, hataranak tekintjiik). A felhasznalt feltételeket attekintve latjuk, hogy a kovetkezs
altalanosabb tételt bizonyitottuk be: Minden olyan ABC haromszog, melyben a B csticsnél hegyes szog van és ez k-
szor akkora, mint az A csucsnal levs szog, — ahol k£ az 1-nél nagyobb egész szam, — szétvaghato k — 1 egyenes vagassal
k szami olyan egyenls szard haromszogre, hogy valamennyi rész-haromszog szarai egyenlsk; a vagasszakaszok hossza
a BC oldallal egyenls. (Az els§ vagast célszert C-bdl inditani; de indulhat paros k esetén az AB oldal, paratlan k
esetén az AC oldal azon A; pontjabdl is, melyre AA; = BC.

II. eset: a szarak BA és BC, a C-nél levs szog . Az allitast n parossaga szerint két alesetben bizonyitjuk.

II/1. aleset: n paratlan. Legyen n = 25 — 1, ahol j > 1, egész szam, igy a szogek Osszegébdl ¢ = 180°/(25 + 1). A
bizonyitast visszavezethetjiik az I. esetre. Mérjiik fel az AB széarat A-t6l az AC alapra (3. 4bra).

Az elgalld By végpont az AC szakaszon van, mert np > ¢ folytan AC > AB. A haromszoget BB; mentén
kettévagva az ABBy; = L1 és CBBy = Lo haromszogekre mar alkalmazhatjuk a fenti altalanos tételt. Ugyanis L
egyenls szard, és a BB; alapon levs szogeinek nagysaga (180° — ¢)/2 = (2 + 1 — 1)p/2 = jp = j - pPBABj<.
Ennélfogva Lo-ben CBB1<t = CBA<— B1BA< = (2j—1)p—jp=(j—1)p = (j —1)- BOB1<. Tovabba a B-nél levs
részszogek hegyesszogek, mert az ABB; sz0g egy egyenld szara haromszognek alapon levs szoge, a CBB1< = (j —1)p
pedig kisebb ABB1<( = jy-nél. A vagéasszakasz hossza Ly és La-ben egyardnt BBi, mint az A, ill. C-nél levs ¢ szoggel
szemben fekvs oldal. A vagasok szama 1+ (j — 1) + (j — 2) = 2j — 2 = n — 1, a létrejové haromszogek szama pedig
j+(j—1)=2j—1=n, amint bizonyitanunk kellett.



II/2. aleset: n paros: n = 2j, ahol j > 1, egész szam. Vagjuk ketté az ABC haromszoget a B csicsbol indulé BBy
magassdgvonallal (4. dbra).

A letrejott egybevagd ABBy és C BBy derékszogi haromszogek B-nél levs szogei hegyesszogek és n/2 = j-szer
akkorak, mint az A, ill. C-nél fekvs szogek. Igy a két rész-haromszog a fenti tétel szerint az elSirdsnak megfelelGen
feldarabolhato (ill. j = 1, azaz n = 2 esetén mar fel is van darabolva), tehat az eredeti haromszog is. A vagéasszakaszok
hossza B B3, a vagasok szama az egész haromszoghen 1+2(j—1) = 2j—1 = n—1, és az egyenld szard rész-haromszogek
szama 2j = n az allitasnak megfelelGen. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. A feldarabolhatdsig bizonyitdsaban az I. esetben a B-nél levs nep, szog csicsadbol kiindulo vagassal
is kezdhettiik volna vagési sorozatunkat. Igy be kellett volna bizonyitanunk, hogy az utolsé vagas utani maradék-
haromszog ugyancsak egyenld szaru.



