1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z kilénbézd egész szamok, n pedig nem negativ egész szam, akkor

n n n

x z

Y
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(1)

értéke egész szam.

I. megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy a kifejezést kozos nevezére hozva a szamlalo oszthaté a nevezével,
kozelebbrél azt, hogy a nevezé tényezsi kiemelhetk a szamlalobol, a visszamarado tényezs x, y, z-nek egész egyiitthatos
polinomja. Igy ha z, y, z egész, akkor a kifejezés értéke is egész szam.

A koz6s nevezore hozott alak

a"(y—2)+y "z —z) + 2" (¥ —y)
(z—y)(z—2)(y —2)

(2)
Itt n = O-ra a szamlalo
-2 +(z-—2)+@-y) =0,
s igy 0 a kifejezés értéke. Méasrészt ebbdl
r—y=—(y—2)—(z—a).

Ezt felhasznalva a szamlalé tetszés szerinti n-re a kovetkezGképpen alakithato:

(@" =2")y—2)+ " —2")(z — =)
Ez n = 1-re 0-t ad, ha pedig n > 2, akkor (z — z)(y — z)-t, kiemelve a kovetkez6t kapjuk:

(x—2)(y—2)z" P +a" 2o 4. a4
_yn—l _ yn—22 - = yzn—2 _
=(@-y)@ -2 -2)[@" 2+ Py 4y )+

+2(a" Py T 2T

Zn—l] _

Itt a szOgletes zardjelben z, y, z-nek egész egylitthatos polinomja all allitAsunknak megfelelGen. (Az n = 2 esetben a
szOgletes zardjelben csak az utolso tag, az n = 3 esetben pedig csak az els kifejezés és az utolso tag lép fel.)

Megjegyzés. 1. Han > 2, a szogletes zarojelben egyszerd felépitésti polinom keletkezett: azoknak az x, y, z hatvanyait
tartalmazo szorzatoknak az Osszege, amelyekben a hatvanykitevék osszege n — 2.

2. Sok versenyz6 a feladat allitasat bizonyitottnak vélte annyit mutatva meg, hogy a (2) alatti kifejezés szamlaloja
oszthato kiilon-kiilon az x — y, x — z, y — 2 egészekkel. Ebbé&l azonban csak akkor kdvetkeztethetnénk arra, hogy ezek
szorzataval is oszthato a szamlalo, ha a harom kiilénbség semelyik kettGjének nem volna 1-nél nagyobb kozos osztoja;
ez azonban altalaban nem teljesiil.

Helyessé tehetS ez az okoskodas, ha a szamlalot és nevezdt az x, y, z valtozok polinomjanak tekintjiik. Ekkor az
T —vy, x — 2, y — 2z polinomoknak nincs valtozoét tartalmazéd kozos osztdja, és mindegyik kiemelheté a szamlaloban
szerepls polinombol. Ebbgl az egész egyiitthatos polinomok korében is kovetkezik, hogy a harom kifejezés szorzata is
kiemelhetd a szamlalobol. Néhany versenyzé ezen az tton helyes bizonyitast adott a feladat allitasara, ezzel azonban
lényegesen mélyebb tételt hasznalt fel bizonyitatlanul, mint a bizonyitandé allitas.

Helyessé tehet6 azonban ez a gondolatmenet a gyOktényez6k kiemelésére vonatkozéd tételt a kovetkezs alakban
hasznalva fel: Ha egy f(x) polinomnak gyoke at szdm, akkor f(x) felbonthaté x—t-nek és egy polinomnak a szorzatdra.
Ha f(x) egész egyiitthatds, ést is egész szam, akkor x —t szorzdja is egész egyitthatds polinom. Ez konnyen leolvashato
a gyoktényez6 kiemelésére vonatkozo szokasos bizonyitasokbol példaul a kovetkez6 médon: Legyen

f(x) = apz™ + ax" '+ tan_1x+a, 6és ft)=0.
Ekkor
fl@) = f(x) = f(t) = ap(z" —t") +ar(@" " =" )+ . +apa(z—t) =
=(x—t)ao(@" " +a" 4. A+t ) e @4+t ot an] =

= (z —t)[aoz™ " + (aot + a1)z" > + (apt® + art + az)z" > + ...+
+Haot" M+ art" P+ .+ an-)].
Ha itt az a; egyiitthatok és t egész szam, akkor nyilvinvaléan egész egyiitthatds a szogletes zardjelben levs kifejezés
is.
Ennek alapjin a feladat allitasa igy lathato be:



II. megoldas. A (2) kifejezés szamlaloja 0, ha n értéke 0 vagy 1. Ha n > 2, akkor rendezziik a kifejezés szamlalojat
x hatvanyai szerint, és végezziik el a kindlkozo kiemelést:

(3) a"(y —z) —x(y" —2") Fyz(y" T — 2 =
= (y — Z) I:xn _ :E(yn_l + yn_2z + . + Z’Il—l) + yz(yn—Q + o + Zn_z):l'

(Itt n = 2 esetén a szogletes zarojelben az utolséd tag utolsd tényezdjén az 1 szamot kell érteni.) Tekintsiik ezt most
az x valtozo polinomjanak, y és z pedig jelentsenek adott kiilonbozs egész szamokat. Ekkor (3) bal oldala elttinik az
x = y helyen, igy a jobb oldal méasodik tényezGje is, mert y és z kiilonbo6z6. Ez a tényezd egész egylitthatods és y is
egész, igy kiemelhet6 az x — y tényez6 és kiemelése utdn egy egész egyiitthatds polinom marad vissza.

Ez a polinom elttinik az = z helyen, mert (3) bal oldala eltiinik, viszont a jobb oldalon az el6z6 kiemelés utan
keletkezett (y — 2)(x — y) szorzat nem tiinik el, mivel y és z kiilonboz6. Igy kiemelhets meég az = — 2 tényezs is és ismét
T egész egylitthatés polinomja marad vissza. Ha az igy atalakitott szamlaloban x helyébe is az adott egész értéket
helyettesitjiik, azt kapjuk, hogy a szamlalo az (y — z)(x — y)(x — z) szorzatnak egy egész tObbszorose, tehat a (2)
kifejezés egész szam.

III. megoldas. Jeloljik az (1) kifejezést P, (z,vy, z)-vel. Teljes indukcidval fogjuk bizonyitani, hogy ez az z, y, z
valtozok egész egyiitthatds polinomja.

Az éllitds n = 0-ra igaz, mert Py(x,y, z) azonosan 0.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n = k értékre Py (x,y, 2) egész egylitthatos polinom. Kikiiszobolve Py1(x,y, 2)-bol és
Py(z,y, 2)-b6l a harmadik tagot a kévetkez6 azonossaghoz jutunk:

k+1 k k+1 k k k
Pk+1($,y,2)—zpk($7y,z): + = )
(z-y)z—2) @-2)y—2 z-y
azZazZ
(4) Pori(,y,2) = 2Pi(a,y,2) + (@ 42" 2y 4oyt h,

ahol k = O-ra a zarojelben allo Osszeg 0-val helyettesitends. Ebbol azonnal kovetkezik, hogy Py(z,y, z)-vel egyiitt
Pii1(z,y,2) is o, y, z egész egylitthatos polinomja. Allitasunk tehat minden nem negativ egész n-re érvényes.

Megjegyzés. A (4) azonossag mindjart modot is ad a P,(x,y, z) polinomok lépésrdl lépésre torténs — ugynevezett
rekurziv — meghatéarozasara. Megkaphatjuk ebbdl P, (z,y, z) explicit elGallitasat is, teljes indukcioval bebizonyithatjuk
az 1. megoldéashoz fiz6tt 1. megjegyzés allitasat.

IV. megoldas. Az (1) kifejezést tekinthetjiik a

n
L1

P(k)x’x,...,;v = —
n ( 1 2 k) (I‘l—zQ)(xl $3)"'($1 .Ik)
26721 ZCk
(332 - Il)(Iz - 333) . (332 - 33k) (33k - xl)(zk B IQ) T (Ik kfl)

kifejezések speciélis esetének, ha k = 3. Ertelem szerint P, (x1)-en x7-t értjiik. Az alabbi meggondolasok erre az esetre
is érvényesek. Megmutatjuk, hogy ezek a kifejezések minden k-ra és tetszés szerinti nem negativ egész n-re a valtozok
egész egyiitthatos polinomjai.

A bizonyitas torténhetik a valtozok szamara vonatkozo teljes indukcioval. A k = 1 értékre

PV (z1) = af

az x1 valtozé egész egyiitthatés polinomja.
Tegyiik fel, hogy ha k valamilyen | — 1 értékkel egyenls (ahol { — 1 > 1), akkor P,Sl_l)(xl ..., xj—1) a valtozodinak
egész egyiitthatos polinomja. Ekkor képezziik a

Pfrgl_l)(xlu LY Jxl—27xl—1) - Pygl_l)(xla L) ,xl_Q,fE[)

kifejezést. Itt az =}’ szamlaloja tag mindkét kifejezésben fellép, ha [ > 2 és ¢ <1 —2, a nevezdk pedig egyenl6vé valnak,
ha az elsé6 tortet x; — x;-lel, a masodikat z; — z;—1-gyel bévitjik. Ekkor a szamlaléban

n n n
i (v — @) — 2 (2 — 21-1) = 27 (V-1 — 71)
lesz, tehat a két tort Osszevonasaval az

x} (v—1 — 1)

(Ii — .Il) e (:Ez — Iifl)(Ii — $i+1) e (:Ez — Ilfl)(.fi — .Il)




tag keletkezik. Az els6, ill. masodik kifejezés utolso6 tagjat x;—1 — x;-lel bévitve igy alakitjuk at:

Li_1 xpt y (w-1 — m1)

(i1 —21) (o —22) (w1 — 1) - (e — w2) (@1 — 1)

ill.

x} P (z—1 — x1)

(xp—21) ... (1 —m2)  (m—x1)... (2 —212) () — 1)

Igy a kovetkez6 azonossagra jutunk, kiemelve a minden tagban kozos (z;_1 — x;) tényezot:

(5) P(lfl)(xl, e T2, X)) — P(lfl)(:zzl, v xi—o, 1) = (1—1 — xl)Pfll)(xl, ce T

n n
Itt a bal oldalon P,gl’l)(xl, ce T2, Ty—1) €8 P,Sl’l)(xl, ..., Tj—2,2;) az indukcios feltevés szerint a valtozok egész
egyiitthatos polinomja; az utébbi gy nyerheté az elsbbibél, hogy x;_;1 helyébe z;-et irunk. Igy az egyiket z;_1, a
maésikat x; hatvanyai szerint rendezve a két kifejezésben x;_1, ill. x; egyenlé hatvanyainak megegyezik az egyiitthatoja.
A kiilonbségben ezeket a kozos egylitthatokat kiemelve x]_; — x alaku kiilonbségek lépnek fel. Ezek mindegyikébdl,

s igy (5) bal oldalabol is kiemelhet6 az ;1 — 2; tényezs. A visszamarado tényezs, ami (5) szerint PO (zy, ..., a;)-et
adja, az 1, ..., x; valtozdk egész egyiitthatos polinomja. Ezzel indukciés bizonyitasunkat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A bizonyitast 1épésrdl 1épésre kovetve az is konnyen bizonyithato teljes indukcioval, hogy P,(Lk) (x1,...
az xi,...,x valtozok hatvanyaibol képezett Osszes olyan szorzatok Osszege, amelyekben a kitevék 0sszege n — k + 1,
han > k; P,(lk) azonosan egyenlé 1-gyel, ha n = k — 1, ha pedig n < k — 1, akkor 0-val.

2. Az eddigi bizonyitasok mindegyike felhasznalta az

a" = =(a—b) (" + a4 a4

azonossagot. A kovetkezs — lényegében ARATO PETER dolgozatabol szarmazo — megoldasban erre sincs sziikség.

V. megoldas. A
(t—2)t—y)t —2)=t3 = (x+y+ )t + (xy + 2 + y2)t — zy2
kifejezés, mint ¢ polinomja nyilvan eltiinik a t = z, t = y, t = 2 helyeken és ugyanez all a kifejezés t"-szeresére is. Igy
ha t az x, y, z akdrmelyikét jelenti, azonosan teljesiil, hogy
(6) " = "2 (x by + 2) — " Yy + 22 +y2) + ayz,
(t==x, vagy t=vy, vagy t=z2)

(ami kiilénben kozvetleniil is kénnyen belathato).

Jeloljiik a feladatban szerepls kifejezést P, (x,y, z)-vel, amint a III. megoldasban is tettik, akkor P,3(x,y,z)
tagjainak szamlalojaban felhasznalva a (6) azonossagokat, a kovetkezs azonossaghoz jutunk:

Pris(@,y,2) = (2 +y + 2)Poya(x,y, 2) — (2y + 22 + y2) Poya (2, . 2)+
FayzPo(z,y, 2).

Ebbdl latjuk, hogy ha kifejezésiink n hdrom egymasutani egész értékére a valtozok egész egyiitthatos polinomja, akkor

ugyanez all minden nagyobb n egész szamra is. Mivel pedig Py(z,y,2) = Pi(z,y,2) =0, Pa(z,y,2) = 1, igy Pu(z,y, 2)
minden nem negativ egész n-re az x, y, z valtozok egész egyiitthatés polinomja.

Megjegyzés. Az V. megoldas modszerével is bizonyithatoé a IV. megoldasban szerepld altalanosabb allitas tetszés
szerinti adott k-ra, csak ekkor n = 0,1,...,k — 1-re kell meghatarozni P,(Lk) (x1,x9,...,x) értékét.

2. feladat. Megmértik egy vizszintes terepen dllo antennatorony emelkedési szogét a talppontjatol 100 m, 200 m
és 300 m tdvolsdgbdl. A hdrom szog dsszege 90°. Milyen magas a torony?

Igen egyszertd trigonometriai megoldas kinalkozik a feladatra és a versenyzsk mind ilyen utat is valasztottak.

I. megoldas. Jeloljiik a torony magassagat méterben mérve x-szel, a latoszogét 100, 200, 300 m-rél rendre «, 3,
~-val, ekkor

xr X xr
tga= 15 tgﬁ=2—00, 87 = 355"
és feltétel szerint o + 8 + v = 90°, tehat
tgv:%:tg[%"—(awﬂ:ctg(a+ﬁ):%:
100 200
7 ' 100200 — a2
100 200 300z

T T
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222 =100 - 200,

és mivel x gyanant csak pozitiv érték jon szamitasba, tehat a torony magassaga x = 100 m.
Megjegyzés. Mint tobben észrevették, megoldhatd a feladat ugyanezzel a gondolatmenettel akkor is, ha tetszés
szerinti a, b, ¢ tavolsagokbol mért «, 3, v latoszogekrsl tudjuk azt, hogy Osszegiik 90°. Ekkor a torony magassaga

Vabe/(a+ b+ c).

Megoldhat6 azonban a feladat lényegesen egyszeritibb Gsszefiiggésekre tamaszkodva is.

II. megoldas. Sik talajon nem lényeges, hogy milyen iranybél mérjiik a torony latészogét az adott tavolsagokbol,
véalasszuk tehat a 100, ill. 200 m tavolsagra levé A, ill. B pontokat a toronytol egyméssal ellentétes irdnyban, a
latoszoget pedig szemléltessiik tgy, hogy a B pontbol az AB egyenesnek a torony C' cstucsaval ellentétes oldalan
mériink fel AB-re merglegesen a torony magassagaval egyenlé BD tavolsagot. Ekkor BAD< = ~, mert AB = 300 m.
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1. dbra

A torony T talppontja, C csiicsa tovabbé a B és D pontok meghatarozta négyszog paralelogramma, mert két oldala
egymassal parhuzamos és egyenls, tehat CD a T B szakaszt E felez6pontjaban metszi. Eszerint ET = 100 m, s igy
TEC<K = a, az ACFE haromszog egyenld szaru. Megallapithatjuk C-nél levs szogének a nagysagat is abbol, hogy az
ADBC négyszog A-nal és B-nél levs (szemben fekvd) szogeinek Gsszege o + v + 8 + 90°, a feltétel szerint 180°-ot
ad; a négyszog tehat hurnégyszog, és AD a koriilirt kor 4tmérdje, mert a B pontbol 90°-0s szogben latszik. Igy az
ACD<« = ACE< szintén 90°-os, az ACFE egyenl$ szart haromszog tehat derékszogl. Ebbsl adodik, hogy o = 45°,
igy az ATC derékszogi haromszog ugyancsak egyenld szard, tehat a torony magassaga 100 m.

III. megoldas. Rajzoljuk meg a tornyot haromféleképpen. Két oldalrél egyrészt az o és 8 1at6szogi egyenesekkel,
masrészt § és vy, harmadrészt v és a latoszogl egyenesekkel (2. abra). A keletkez$ harom haromszogben az A, By,
ByCy, C3A3 oldalakon levs szogek 6sszege 2a+ 28 + 2y = 180°, igy a D1, D2, D3-nél levs szogek Osszege 360°. Mivel
még BlDl = BQDQ, CQDQ = Ong, A3D3 = AlDl, igy a harom haromszég egy ABC héromszéggé tehet$ Ossze.
Ennek oldalai AB = 300 m, BC = 500 m, CA = 400 m kielégitik a

BC? = CA* + AB?

Osszefiiggést, és ismeretes, hogy ebbdl kovetkezik a haromszog derékszogi volta, (a Pythagorasz-tétel megfordithato)
derékszoggel az A csticsnal. Igy 2a = 90°, és ebbdl kovetkezik, hogy a torony 100 m magas.

D1 D2 D3

8 g
Al By B2 Cy Cs As

2. abra

Megjegyzés. A 1I. megoldas lényegesen kihasznélja a feladat specialis adatait, a III. azonban csak részben. Ha
ugyanis megfigyeljiik, hogy az 6sszeillesztésnél a Dy, Do, D3 egybeesésével keletkezé D pont az ABC haromszog beirt
korének a kozéppontja, akkor teriiletszamitas segitségével mas tavolsdgadatok mellett is meghatarozhatd a torony
magassaga.
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3. dbra

3. feladat. Hdarom fivér eqy napon ldtogatott meg egy beteget. Ugyanazon a napon mindegyiknek a felesége is ott jdrt.
Egyikiik sem volt ott aznap tobbszor. Mindhdrom fivér taldlkozott a betegdgyndl mindkét sogorndjével. Bizonyitando,
hogy valamelyikik a feleségével is talalkozott ott.

I. megoldas (KOTA GABOR dolgozata nyoméan). Tegyiik fel, hogy pl. A és A-né nem talalkozott a betegagynal.
Ekkor A-né vagy elment, miel6tt férje megérkezett és ez esetben kordbban tavozott a betegagytol mint két sogornéje,
hiszen 6k talalkoztak a betegigynal az A-né tavozasa utan érkezd A-val, vagy pedig A-né A tavozasa utan érkezett és
ekkor kés6bben érkezett mint két soégornGje, hiszen azoknak A tavozasa el6tt kellett a beteghez érkezniiik. Csak ugy
lehet teh&t, hogy egy asszony nem taldlkozott a férjével, ha vagy el6bb tavozott, mint a két ségornGje, vagy késébb
érkezett naluk.

Azonban harom asszony koziil legalabb az egyik sem nem érkezett a masik ketté utan, sem nem tavozott azok
tavozasa el6tt, igy legalabb egynek talalkoznia kellett a férjével.

II. megoldas. Indirekt uton bizonyitjuk a feladat allitasat. Tegyiik fel, hogy egyik hézaspéar sem taladlkozott a
betegagynal. Ez esetben, ha pl. A elébb érkezett A-nénél, akkor el is kellett tdvoznia felesége érkezése elGtt. Viszont
talédlkozott B-nével, tehat B-né el6bb érkezett mint A-né. B-nek felesége tavozasa utan kellett érkeznie, csak igy
talalkozhatott A-néval anélkiil, hogy feleségével taldlkozott volna. Ha A a felesége utan érkezett a betegagyhoz, akkor
fenti meggondolasunkban férj és feleség szerepét mindeniitt megcserélve szintén azt nyerjiik, hogy férj és feleség a B
héazasparbol forditott sorrendben kellett, hogy a betegagyhoz érkezzék, mint az A hazasparbol.

Ugyanezt a meggondolast megismételve egyrészt az A és C hézasparra, masrészt a B és C hazasparra azt kapjuk,
hogy C és C-né forditott sorrendben kellett hogy a betegdgyhoz érkezzék, mint A és A-né, de ugyancsak forditott
sorrendben, mint B és B-né. Ez azonban mar lehetetlen, tehat legalabb egy hazasparnak taldlkoznia kellett a beteg-
agynal.

Megjegyzés. A most ismertetett meggondolés alkalmas egy altalanosabb tétel bizonyitaséara is. Hogy ezt konnyebben
megfogalmazhassuk, el6bb atfogalmazzuk az eredeti feladatot.

A harom hézaspar elhelyezkedhet egy kerek asztal koriil pl. A, B-né, C, A-né, B, C-né sorrendben (C-né masik
szomszédja A). Ekkor azt mondhatjuk: a hattaga tarsasdg minden tagja meglatogatott (pl. masnap) egy beteg is-
merGst. Mindenki csak egyszer jart ezen a napon a betegagynal és mindenki taldlkozott ott mind a két el6z6 napi
asztalszomszédjaval. Ez csak ugy torténhetett, hogy valaki hazastarsaval (azaz a vele szemben iil6vel) is talalkozott.

Ez speciélis esete a kdvetkez§ altalanosabb tételnek: Egy map n hdzaspdr beszélgetett egy asztal koril, ahol gy
helyezkedtek el, hogy mindenki éppen hdzastdrsdval szemben ilt. Elhatdroztdk, hogy mdsnap mindegyikik megldatogatja
eqy kozos ismerdsiket, aki beteg. A ldtogatds sordn gy adddott, hogy mindenki taldlkozott a betegigyndl két eld6zd napi
asztalszomszédjaval és ezen a napon mindenki csak egyszer jart a betegnél. Ekkor valamelyik hdzaspdr taldlkozott a
betegdagynadl.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy egyik hazaspar sem talalkozott, noha a tobbi feltételek teljesiiltek. Az
asztalszomszédok legyenek sorra Ay, As, ..., Aoy, Ay, itt Ay és Apy1, As és Ao, ..., Ay és A, hazastarsak. Tegyiik
fel, hogy a bettizést ugy valasztottuk, hogy A; el6bb érkezett a betegagyhoz, mint hazastéarsa, A, 1 (és feltevésiink
szerint el is kellett tavoznia A, érkezése el6tt).

Ekkor A,, aki talalkozott A; gyel, elébb kellett, hogy érkezzék, mint A, 1. Igy A, o, aki taldlkozott A, | i-gyel, de
feltevésiink szerint nem talalkozott hazastarsaval, As-vel, csak Ao tavozasa utan érkezhetett. Hasonldéan A, 3-nak As
tavozasa utan kellett érkeznie és igy tovabb. Igy azonban az n-edik lépésben azt kapjuk, hogy az Asg,-nel talalkozo A,
csak azutén érkezhetnék a betegdgyhoz, miutan A, -nel talalkoz6 hazastarsa, A, 11 eltdvozott, holott abbol indultunk
ki, hogy A; elébb érkezett mint A, 1.

Nem lehet tehat, hogy egyik latogato se talalkozzék a betegagynal a hazastarsaval.



