1. feladat: k-nak mely pozitiv egész értékei mellett lesz a
N =301 .22 4]

kifejezés n minden pozitiv egész értékére oszthato T-tel ¢

Megoldas: Ha N valamilyen k érték mellett minden n-re oszthato 7-tel, akkor n = 1-re is oszthato, tehat
(1) 3% — 2k 41 =244 — 2k = Tm.

Itt a bal oldal paros, tehat a jobbnak is parosnak kell lennie. Ez akkor és csak akkor all fenn, ha m péaros: m = 2m;.
Igy k-ra azt kapjuk, hogy
k=122 —Tmy :7(17—m1)+3: Tms + 3.

Itt mo tetszés szerinti egész értéke mellett fennall (1) az m = 34 — 2my értékkel.
Megmutatjuk masfelsl, hogy N minden n-re 7-tel oszthat6é szdmmal tér el az n = 1-hez tartozo6 értéktsl. Valoban

N —(3° =2k +1) =331 — 1) — 2§(23("= 1) 1),

és a jobb oldal els6 kiilonbsége oszthato 3° — 1 = (3% — 1)(3% + 1) = 26 - 28-cal, tehat 7-tel is, a masodik tag pedig
oszthato 2% — 1 = 7-tel, igy az egész kiilonbség is.

Azt kaptuk tehat, hogy N akkor és csak akkor oszthaté minden n-re 7-tel, ha ez az n = 1-hez tartoz6 értékére
teljestil, ehhez pedig szilikséges és elegendd is, hogy k 7-tel osztva 3-at adjon maradékul.

2. feladat: Adva vannaek az e, f parhuzamos egyenesek és koztik az O pont; O tdvolsiga e-tdl a, f-télb. Az O-n
dthuzott g egyenes e-t E-ben, f-et F-ben metszi. F'-ben merdlegest dllitunk g-re, és erre az e-vel vald metszéspontja
iranydban felmérjik az OF szakaszt, ennek végpontja P. Mi a P pont mértani helye, ha g az O kéril forog ?

I. megoldas: Legyen g-nek az f-re mer6leges helyzete gg, ennek metszéspontjai e, f-en Ey, Fy. Ekkor a kérdéses
merdleges maga f, igy az e-vel valé metszéspont nem létezik, P nem szerkeszthets egyértelmien; azonban f-nek Fy-
t6l OFEy = a tavolsagra fekvé Py és Ppe pontjait tadgabb értelemben a mértani helyhez tartozéknak tekinthetjik. —
Elegendd g-nek azon helyzeteivel foglalkoznunk, amelyek f-et az FyPy; félegyenesén metszik, mert a mértani helynek
az igy mell6zott pontjait a figyelembe vettekbdl go-ra vald tiikrozéssel megkaphatjuk, hiszen g minden mell6zott
helyzetének megvan a tiikorképe a figyelembe vett helyzetek kozott.
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Legyen a forgo egyenesnek egy g helyzetében OP felez6pontja K, P és K vetiilete f-en P’, K'. Ekkor az FPP’
és OFEy derékszogl haromszogek egybevagok, mert F'P = OF, tovabba F', ill. O-nal levé szégeik mersleges szaru
hegyes szogek, és ezért egyenlSk. Igy FP' = OFy = a = FyPy; és F a P'-t6l ellentétes iranyban van, mint Py; az Fy-t6l
(ugyanis az FoF P szdg nagyobb az OF P szidgnél, ez pedig derékszog). Ezért Py és F tiikros parok az Fy P’ szakasz
felez6 merdlegesére — ami egyben az OFyP'P trapéz KK’ kdzépvonala —, és igy K Pyy = KF. Masrészt K az OF P
derékszogl haromszog koré irt kor kozéppontja. Ezek szerint e kor atmegy Poi-en és ezért az O Py P szog (g barmely
helyzete mellett) derékszog; méas szoval P csak a Pyi-ben OFp;-re allitott merdlegesen fekhet. Tegyiik hozza: az F'P
szakaszok felmérési iranyara tekintettel P a merglegesnek csak azon a hy félegyenesén lehet, amely f-nek ugyanazon
partjan van, mint e (és O).

Megmutatjuk, hogy a figyelembe vett g helyzetekre a keresett mértani hely éppen hy, vagyis hy barmely Pp;-t6l
kiilonb06z6 P; pontja el6all g valamely helyzetébdl.

gi1-nek a Pj-et elGallitd helyzetére, ill. a vele ad6doé Ey, Fi-re egyrészt a Py F10O szognek derékszognek, masrészt
F1 P, = OF;-nek kell lennie. Az elsé kovetelménybdl g1 egyértelmiien megszerkeszthets, ehhez Fi-et az OP; atmé-
r6ji (és Py Po1O<t = 90° folytan Ppi-en atmend) Thalész-kornek f-fel vald, Poi-t6l kiilonb6z6 metszéspontja adja



— amennyiben két ilyen metszéspont van —, és F; = Py, ha e kor érinti f-et. E kor K; kodzéppontja rajta van az
FyP| szakasz felez6 merdlegesén (P a Py vetiilete f-en), igy Fy és Py tiikros pontpar FyP| felezGpontjara, és ezért
F\P] = FyPy, = OFy. Igy az OE, Ey és F, P, P| derékszogii haromszogek egybevagok (Ey a g1 és e metszéspontja),
mert O, ill. Fi-nél fekve szogiik szarai paronként merglegesek (Thalész-kor), ennélfogva OE; = Fy Py amit bizonyitani
akartunk. (Teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy Fy az Fy Py félegyenesen van, mert nem lehet sem Fy-ban, sem az
Fy Pye, félegyenesen; ugyanis Fy a korre nézve kiils§ pont, Ky az OP, szakasz felez6 mer6legesének azon a félegyenesén
van, amely O Py1-nek Fy-val ellentétes oldalara esik, az utoébbinak pontjai pedig Fy-t6l tavolabb vannak, mint Pp;-t6l.)

Ezek szerint a keresett mértani helyet hy és ennek gg-ra vald hs tiikorképe adja, vagyis az f egyenes FyPy1 = Fo P2 =
OF) tulajdonsagt Py, Py pontjaiban OFyq, ill. OPys-re allitott merdSlegeseknek azok a félegyenesei, amelyek f-nek
O-t tartalmazo partjan vannak. Py; és Py a mértani helynek csupan tagabb értelemben vett pontjai.

Megjegyzések. 1. FP' = FyPy; megéllapitésa utan — ahol a szakaszok iranya is megegyezd —, vizsgalatunkat igy is
befejezhetjiik: eszerint Py P’ = FoF', mésrészt PP’ = EEy, ennélfogva PP’ : PjyP' = EEq : FoF = OEy : OFy = a : b,
azaz 4llando, tehat barmely P-be Pyi-bol ugyanaz az irany mutat. Igy azonban még héatra van ennek az iranynak a
meghatarozasa.

2. Tobben pontos rajza probak nélkiil azt a pusztan szabadkézi vazlatra alapitott sejtésiiket probaltak igazolni,
hogy a mértani hely kor, hiperbola, hidnyos parabola, vagy két kotangens-gorbe.

A versenyzsk nagyobb része a koordinata-geometria modszereivel kereste a mértani hely egyenletét, gyakran elég
bonyolult szamitasokkal, a szakaszfelmérést egyenes és kor metszésének tekintve, ami két lehet&séget ad P-re, a he-
lyes irany megvalasztasa pedig diszkussziot igényel. Alabb egy ezt a lépést kikeriils, részben koordinata-geometriai
megoldast adunk.

II. megoldas: Valasszuk f-et X-, és a rd O-n at huzott merélegest Y-tengelynek tgy, hogy O ordinataja b legyen,
és legyen a kezdépont K, tovibba e és az Y-tengely metszéspontja L. Tekintsiik egyel6re azokat a g-ket, amelyek az
X-tengelyt pozitiv abszcisszaju F-ben metszik, és jellemezziik g helyzetét azzal a v pozitiv hegyes szoggel, amellyel O
koriil az Y-tengelyhez képest el van fordulva. Igy F, E koordinatai: (btg~,0), (—atg~y,b+ a) és a felmérends OF = z
szakasznak az Y-tengelyre val6 vetiilete a, az X-tengely irdnyéra pedig LE = —atg-y.

E szakasz el6irt felmérését helyettesithetjiik O koriili —90°-o0s elforgatasaval és O-nak F-be valo eltolasaval.

Igy az elforgatott OE* vetiiletei X, Y iranyara OL* = a, L*E* = atg~y, és az eltolas utan P koordinatai:
x =btgy+a, y=atgy. (f, e pontjainak ordinataja 0, ill. b+ a > 0, ennélfogva OE-nek e felé valo felmeérése P-re
pozitiv ordinatat ir els; valéban y > 0, mert v > 0°.

A keresett mértani hely eddig tekintetbe vett részének egyenletét P koordinataibol a v paraméter kikiiszobolésével
kapjuk:
T—a a

= %—b(’)l: Y= g(x—a),

és ehhez jarul tg~y > 0 helyett az y/a > 0, azaz y > 0 megszoritas. Ez félegyenes egyenlete, amely az X tengelyt az
x = a abszcisszaju C pontban metszi (itt a kezdSpontja) és amely mer6leges OC-re, mert OC' irdnytangense —b/a.

Hasonloan kapjuk az X-tengelyt negativ abszcisszaja F-ben metsz8 g egyenesekre F(—btg~y,0) és E(atgy,b+ a)-
bol P-re: x = —btgy — a, y = atgy (itt v a g elfordulasa Y-t6l a negativ forgasi iranyban). Eszerint P abszcisszéja
az el6bbinek —1-szerese, ordindtaja valtozatlan, ez az Y-tengelyre valo tiikkrozést jelent, ennélfogva a mértani hely
hianyzo része az eddigibdl az f-re O-n at huzott merdlegesen valo tiikrozéssel all eld.

gy =

Megjegyzések. 1. A fentiekben nem ,tiszta” koordinatageometriai modszerrel dolgoztunk, tobb 1épést elemi, ill.
trigonometriai ton végeztiink.

2. OE-nek a g-re merdlegesen valo felmérésével adodo pontot megkaphatjuk a merdleges és a g-bdl (ra mercleges)
OF nagysagu eltolassal el6allo ¢’ egyenes metszéspontjaként is. Igy azonban mindegyik emlitett egyenes egyenletét fel
kellene irnunk, és tdbbet kellene szamolnunk. Az ,.e felé” valo eltolas révén a g’-vel az Y-bol lemetszett szakasz b-rél
b+ OFE/siny = b+ a/ sin+y cos y-ra névekszik.



3. feladat: Eqy ABCA'B'C’ konvex hatszog csiicsai eqy kior AA’, BB', CC’ dtmérdinek végpontjai, és P a kérnek
a hatszdg csicsaitol kilonbézé pontja. Legyenek P-bél az AB, BC, CA’, A'B’, B'C’, C' A oldalra bocsdtott merdlegesek

talppontjai rendre Q1, Q2, Q3, Q4, Qs, Qs. Bizonyitando, hogy a Q1Q2Q3Q41Q5Q¢ hatszégnek barmelyik két egymds
utdni oldala deréksziget alkot, tovabbd, hogy a Q1Q4 Q2Q5, Q3Qs szakaszok felezd pontjai és P eqy kiron fekszenek.

I. megoldas: A Q10Q2Q3Q4Q5Q¢ = H hatszog barmelyik két egymés utani oldalat — harom egymas utani cstcsat
—az ABCA'B'C’ = H; hatszdg harom egymaés utani oldala — négy egymads uténi cstcsa — hatdrozza meg; és az els6
és a negyedik cstcs egy atmérének két végpontja.

Ezért az allitas els6 részében elég azt bizonyitanunk, hogy ha L, M, N, L' ebben a sorrendben egy k kornek
egymastol kiildnbozs pontjai, LL' a k-ban atmérd, és egy a k-n fekvé P-bsl az LM, MN, NL' egyenesekre bocsatott
merdlegesek talppontjai rendre @, R, S, akkor QR = ¢q és RS = s egymasra merélegesek. Evégett megmutatjuk
egyrészt, hogy P egy bizonyos Py helyzetében QoRo = qo és RoSo = so mer6legesek, masrészt hogy ha P elmozdul
a k-n, akkor QR = q és RS = s egymassal megegyez iranyban ugyanakkora szoggel fordulnak el. (L, M, N és L’
sorrendje megfelel H; konvexségének.)

Valéban, Py-ként az M-en dtmend atmérének M’ mésik végpontjat véve Qo az L-be, Ry az N-be esik, igy
QoRpSo<t = LNSy<t = LNL'<«, és ez a feltevésnél fogva derékszog.

N :
) ¢

Legyen n az s (el6jellel vett) hajlasszoge PR-nek attol a élegyenesétsl mérve, amely M N-nek ugyanazon partjan
van, mint L. Az N, P, R, S pontok P barmely helyzetében hirnégyszoget hataroznak meg, ebbdl lathato, hogy n
mindig egyenld a ¢ = L' N P szoggel, de avval ellentétes iranya: n = —. Eszerint ha P a P; helyzetbol Py-be megy at,
akkor a megfelelé s1-nek so-be vald 0 elfordulési szogét Py Ry és Py Ry parhuzamossaga folytan az ne — 11 kiilonbség
adja, és erre 6 =2 — 11 = — (w2 — 1), vagyis s elfordulésa egyenld, de ellentétes iranya NP elfordulasaval. (Ez nem
a k-n fekvg P-re is érvényes.) — Eredménytlink alapjan egy P»-bol szerkesztett go-nek egy Pi-bol szerkesztett ¢p-hez
képest valo e elfordulési szoge is kiadodik: —(¢2 — 1)1), ahol 11 és 9 a ¢ = NM P sz6g megfelels két értékét jeloli. —



Most mar P két helyzetének k-n Py-t és P-t véve ¢ — g = PhM P<t = PyNP< = ¢ — (g, eszerint € = §, vagyis ¢, s a
qo, So-hoz képest valéban ugyanannyival és ugyanazon iranyban fordulnak el, és ezért SRQ< = SoRoQo<, derékszog,
amit bizonyitani akartunk.
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H; mindegyik szemben fekvd oldalparja egymassal parhuzamos, mert végpontjaik, mint két dtmérs végpontjai,
egy téglalapnak a csicsai; ezért a P-bél rajuk bocsatott merélegesek azonosak, igy pl. a P, @3, Qs pontharmas egy
egyenesbe esik. Ezért a Q3Qq szakasz F3 felez6pontja egyrészt PQs-on fekszik, méasrészt az ACA'C’ téglalapnak az
AC-re mergleges tengelyén, amely k-nak atmérGje, tehat F3-bol az OP sugar derékszogben latszik, F3 az OP atmérsji
k" Thalész-kornek pontja. (Az utobbi akkor is all, ha F3 éppen P-be esik.) Ugyanez all a Q1Q4, Q2Q5 szakaszok F1,
Iy felez6pontjara. Ezzel bebizonyitottuk az allitds masodik részét, és egyben a szoban forgé masodik kort kdzvetlen
kapcsolatba hoztuk k-val és P-vel.

IT. megoldas: A H; hatszog oldalainak merdlegességét a kovetkezSképpen is igazolhatjuk. Elegends P-nek a C' A
iven felvehetd helyzeteire szoritkozunk mert Hi-nek nincs kitiintetett oldala, igy a bettizés megvaltoztatdsaval mindig
elérhetjiik az emlitett helyzetet. Masrészt elég az egymést Qg, 1, @2, @3-ban metsz6 oldalakra megmutatni, hogy
mer6legesek egymasra, mert H; cstcsait forditott sorrendben bettizve (A, B, ..., C’ helyére rendre C', B', ..., A-t
irva) Q5 és 1 valamint Q4 és Q2 felcserélédunek.

@1 mint a PAB haromszog magassag talppontja az AB oldal A-n tali meghosszabbitasan van, mert a PAB sz0g
tompaszdg, szarai kozott k-nak a C’ és C pontokat tartalmazo, és ezért félkdrnél nagyobb PB ive fekszik; hasonloan
Q2 a BC oldal B-n tuli meghosszabbitasanak pontja. Ezekbdl a betiizés megforditasaval kapjuk, hogy Qs, Q4 a C'B’,
B’ A’ oldalnak C’-n, B’-n tili meghosszabbitasan van. Q3 viszont a CA’ és Qg a C' A szakaszon fekszik, mert a PCA’,
PC’ A haromszdgekben C-nél és A'-nél, C’ és A-nal hegyes szdgek vannak. Eszerint P a H-hoz viszonyitva a Qg, Q2,
Q@3-nal fekvs (180°-nél kisebb) szogek terében fekszik, és a Q1-nél, Q5-nél fekvs egyik-egyik kiils6 szog terében, ezért
a Q1 szog PQ, révén két szog kiilonbségeként irhatd: QsQ1Q2< = PQ1Q2< — PQ1Qs< a Qg, Q2, Q3-nal fekvs szogek
pedig PQg, PQ2, PQs-mal két szbg Osszegére bonthatok, pl. Q2Q3Q4< = Q2Q3P<t + PQ3Q4<.

Folytatolag a PQ1Q2B és PQ1AQs talpponti” hirnégyszogek, majd a PABC ,k-beli” hurnégyszog révén (mivel
barmelyik szog egyenls a szemben fekve szog kiils6 szogével) QsQ1Q2< = PBC<x — PAC'a = PAC< — PAC' =
C'AC«, és ez feltevésnél fogva derékszog: a CC' atmérs latoszoge a k-n fekvé A pontbol. — Majdnem ugyanigy
halad a bizonyitas a tobbi harom szdg esetében is. A megkezdett példat folytatva: Q2Q3Q4< = BCP< + PA'B'< =
BCP< + PCB'<< = BCOB'«, ami derékszog. (Olyan, a szereplSkkel egyenls szogekre tériink &t, melyek H; cstcsaival
vannak meghatarozva, majd amelyeknek csicsuk és egyik szaruk kozos, és igy Osszegiik egyetlen szogként irhato.)

Ezzel az allitas els6 részét bebizonyitottuk.

II1. megoldas: Megmutatjuk, hogy Ha-nek egy oldala a téle szamitott mésodik oldallal parhuzamos, és a harma-
dikra meréleges; ebbdl mar kdvetkezik, hogy a mésodik és a harmadik oldal egymasra mer6leges, vagyis az allitas els6
része igaz. Valoban, egyrészt pl. Q@1 parhuzamos Q3Q2-vel, mert egyenls szoget alkotnak a Qg P (masképpen Q3P)
felegyenessel: PQeQ1<t = PAQ 1< = PCQ2< = PQ3Q2< tovdbba @Q; és Q2 a P(Qs egyenesnek ugyanazon partjan
feliisznek. Masrészt QgQ1 merdleges Q3Q4-re. Ugyanis a Qg-nél derékszogi PAQs és a Q3-nél derékszogi A’ PQ3
haromszdgek hasonlok, mert P-nél fekvé hegyes szogeik PA és PA’ merdlegessége folytdn egymésnak potszogei; a
P AQg haromszog egy +90° szdgi forgatva nyujtéssal all el6 A’ PQs-bol (megfelel6k azok a cstcsok, amelyek a két fel-
sorolasnak ugyanannyiadik tagjai). Ugyanez érvényes a Q1-nél, Q4-nél derékszogi PAQ, és A’ PQ, haromszogekre is,
és igy a PQeAQ1, A Q3PQ4, négyszogekre is, mert a hasonlésag aranya mindkét esetben ugyanaz: a PA, A’ P atfogok



aranya. Igy QsQ1 is +90°-os forgatva nyujtassal all el6 Q3Q4-bdl (ez tébbet is mond annal, mint amit allitottunk),
ennélfogva Q3Q2 merdleges Q3Q4 -re.

Megjegyzés. Egyenesek parhuzamossigara tamaszkodik a kovetkezd bizonyitas is. Legyen k és a PQg egyenes
masodik k6zos pontja P*. Ekkor CQ2Q3<t = CPQ3< = CPP*<q = CBP*<, eszerint P*B parhuzamos Q3Q2-vel.
Hasonl6an P*B’ || Q3Q4, igy a Q2Q3Q4 szig egyéllasi a BP* B’ sziggel, ez pedig derékszog.



