I. A TERULETI SEBESSEG ALLANDOSAGA. A centralis mozgasokat az jellemzi, hogy a vezérsugar egyenld idék
alatt egyenld teriileteket ir le a térben, s ez a ,teriileti elv”’ mértani okok miatt minden centralis mozgasra érvényes,
mégpedig az er6torvény alakjatol fiiggetlentil!

Levezetés céljabol induljunk ki abbdl a pillanatbol, amikor az abra szerint a bolygo tomegkozéppontja (a kovet-
kezGkben: a mozgb pont) a vonzoé O kézépponttol r tévolsigra levd P; helyre érkezik v, sebességgel. Ha nem volna
vonzo erG, akkor tehetetlensége kovetkeztében 1 mp mulva a P| helyzetbe jutna, a vonzéds miatt azonban ugyanezen
id6 alatt bizonyos v| elmozdulés jon létre a centrum irdnyaban, s igy az elsé mp végére Po-be jut az eredményvonallal
jelzett eredd vy sebességgel, s ekézben az r; vezérsugar a vizszintes arnyékolasu teriiletet irja le.

Ha nem lenne vonzés, akkor a P» helyre érkezett pont megvéltozott, vo sebességgel 1 mp miulva a Py helyre keriilne,
mikdzben azonban vi sebességet nyer a centrum felé, s ennek kovetkeztében a masodik mp végére az eredd sebesség
vs, a pont helyzete Ps, a vezérsugar leirta teriilet pedig a fliggéleges arnyékoladst haromszog lesz. Ezt az eljarast
folytatva: a harmadik mp végén az eredd sebesség (v4), a mozgod pont helyzete Py, a vezérsugar leirta teriilet pedig az
arnyékolatlan r3r4(v4) haromszog lesz. A szerkesztésb6l marmost vildgosan lathatok a kovetkezsk

1. Mindegyik vezérsugar stlyvonala egy balrol nyitott OP; Py, illetve OP,Pj nagyobb haromszognek, amelynek
jobboldali zart fele az el6z6 mp-ben leirt teriiletet, a vele egyenl§ teriilett nyitott fele pedig a kévetkez mp-hez valo
dtmenetet képviseli.

2. Mivel az eredd sebességet paralelogramma-szerkesztéssel nyerjiik, ennélfogva az egyes vezérsugarakhoz tartozé
nyitott és zart haromszogek egyenld teriiletiiek, mert alapjuk kozos, magassaguk pedig a parhuzamos eltolas kdzben
nem véaltozik s igy a nyitott A-ek a kovetkez6 mp-ben leirt teriiletbe mennek at. E A-eknek tehdt csak az alakjuk
kiilonboza, teriletik azonban ugyanakkora.

Ha tehat most a v, illetve vy sebességeket tekintjiik alapnak, s a vonzo centrumbol rajuk hazott merélegeseket (a
latin ,perpendikularis” sz6 kezddébetijérdl) pq, illetve po-vel jeloljiik, akkor az emlitett A-ek teriiletének egyenlésége
miatt

P11 = p2v2,

vagy aranylat alakjaban irva
U1 i V2 = P2 :P1,
tehdt a mindenkori sebességek forditva ardnylanak a vonzo kézpontbdl rajuk hizott merdlegesekhez.
A bolygd tehat a Napkozelben éri el, legnagyobb vy sebességét, amikoris a hozza tartozé merdleges éppen a legro-
videbb vezérsugar: 7o = a — ¢, a legkisebb v, sebesség viszont a naptavolnal (aphelium) jelentkezik, amikor a hozza
tartoz6 mer6leges a leghosszabb vezérsugar: r, = a + ¢ - A kett6 hanyadosa, azaz

vo  napkozeli sebesség  a+c

- z . 2 - 3
v,  naptavoli sebesség a—c

hol az ellipszis fél nagytengelye a, linearis excentricitdsa pedig c. Ezzel azutan el6készitettiik az utat a sebesség széls6
értékeinek tényleges meghatarozasahoz.

II. A SEBESSEG SZELSO ERTEKEI a teriileti- és az energia-elv segitségével hatarozhatok meg. Az utobbi szerint
a mozgasi és helyzeti energia Osszege az egész mozgas folyaman allandé marad, vagyis

mvg  kMm  mv?  kMm

(1) - T
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ahol k a tomegvonzas allandéja, M a Nap, m pedig a bolygo tomege, a helyzeti energiat pedig azért vesszitk — elGjellel
szamitasba, mert névekvd r esetén értéke csokken.
A teriileti elv szerint viszont

(2) VaTaq = VoT0,

s igy két egyenletiink van a két ismeretlen sebesség meghatarozasara. A masodik négyzetébsl

(2) =t



s ezt (1)-be helyettesitve, v3 -re mindjart rendezve és kiemelve

Ko6z06s nevezbre hozva
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majd a zarojeles részeket a jobb oldalival egyszerisitve
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Mivel az ellipszis adataival kifejezve
e =a+crg=a—=c

ezeket helyettesitve

kM a+c

3 ;=
(3) Yo e a—c

alakban nyerjiik a napkozelben jelentkez6 sebesség négyzetét, amibsl maga a sebesség egyszert négyzetgyokvonassal
nyerhetd.
A (3) értékét (2')-be helyettesitve: egyszertsités utan a naptavolhoz tartozé sebességre vonatkozolag

s KM a—c
“T g a+4c

v,

Ezzel azutan elGkészitettiik az utat a tetszés szerinti r vezérsugarhoz tartozo v sebesség meghatarozasara!
III. A SEBESSEG ALTALANOS KIFEJEZESE szintén az energia-elv alapjan torténik a vy perihélium-sebesség

felhasznalaséaval az el6bbihez hasonlé 1épésekben:

mv?  kMm mv% kMm
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Helyettesitve vi-nek (3) alatti kifejezését és v2-re rendezve, majd 2kM kiemelése utan kozos nevezdre hozva

v2_k_M.“+c+2kM<T°_T>.
a a-—c ToT

Helyettesitve rg = a — ¢ értéket, majd kM kiemelése utan kézos nevezére hozva

ar + cr + 2a? — 2ac — 2ar

ala — c)r

a—+c a—c—r

v =kM

ala—c) (a—c)r] = kM

A szamlalé harmadik és negyedik tagjat 2a kiemelése utan elére hozva, s a lehetséges Osszevonasok utan a kozos r

tényezdt — jellel kiemelve

02— kM 2a(a —¢) —r(a —¢)

ala — c)r
majd a tortet két tagra bontva, a lehetséges egyszertsitések elvégzése utan végleges

(4) v = kM (E - 1)

r a

aranylag egyszerd alakban nyerjiik a bolygomozgés sebességének altalanos képletét.

IV. ALKALMAZAS A MESTERSEGES BOLYGOK PROBLEMAIRA.
1. A korsebesség akkor szerepel, amikor a vezérsugar r = a alland6. Ekkor a (4) képlet zarojeles részének értéke
2/r —1/r =1/r lesz s igy a korsebesség

(5) o=y



alakban &llithaté els, hol r a korpalya sugarat jelenti. Ha tehat a vonzé centrumtoél r tavolsdgban s ra mergGlegesen
kiloviink egy testet az (5) sebességgel, akkor ellendllasmentes térben korpéalyan fog keringeni. Egy teljes T keringési
id6 alatt a v sebességgel megtett ut 2rn lesz, s igy a Tv = 2rn 6sszeftiggésbol (Kepler III. torvényének megfelelGen!)
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Ezt a kifejezést igen érdekes alakra hozhatjuk annak megfontoldsaval, hogy a tomegegységre hat6 — er6 tulajdon-
r

képpen az r tavolsagban jelentkezs g gravitacios gyorsulast jelenti, ha tehat a (6) kifejezésben szerepld tort szamlalojat

és nevezGjét egyarant osztjuk r2-tel, akkor a teljes T' periodus 1j kifejezése

T—QW\/T
g

oly ideéalis inga teljes lengésidejével egyenls, melynek hosszisaga a vonz6 centrumtol szamitott r tavolsag, g pedig a
kérdéses helyen uralkodé gyorsulés.

Egyébként a korsebesség egészen elemi tton is levezethetd annak belatasaval, hogy a kormozgas fenntartasahoz
sziikséges mov? /r centripetélis erdt tulajdonképpen az m tomegnek myg stlya képviseli s igy az

feltételi egyenletbél v? = rg, illetve

(7 v =4/rg.

Egyébként az (5) képlet is ugyanerre az alakra hozhato, mert a gy6kos rész szamlalojat és nevezGjét r-rel szorozva

maér pedig el6z6 meggondolasaink szerint a gyok alatti tort éppen a g gyorsulést jelenti, mely itt 4ltalanosabb értelemben
veendd.

Mivel Newton torvénye értelmében a nehézségi er6 terében jelentkezs gyorsulasok forditva ardnyosak a vonzod
kozponttol szamitott tavolsag négyzetével, ennélfogva a Fold sugarat R, a felszini gyorsulast pedig G betiivel jellve
(mert ott a legnagyobb!) a

g R
G 2
Osszefiiggésbdl nyert
R2
9=G o)

értéket (7)-be helyettesitve

2 2
v_¢r.£.g_¢GR
r2 r

alakban nyerjiik a korsebességet egy tetszésszerinti r tavolsdgra nézve. Ha ezt egyszertiség kedvéért a Fold sugardnak
tObbszoroseiben fejezziik ki, akkor 7 = nR helyettesitéssel mas alakban

lesz a korsebesség kifejezése. Kozelits szamitasoknal

1 2 1 2
=1 2210 — k =—%k
G =10 m/sec 0 1000 m/sec 100 m/sec”,

a Fold sugara 6400 km (a pontos 6370 helyett!), tehat ezek helyettesitésével

64, I
=4/—k 2=8k A/ —.
(9) v — km /sec? = 8 km/sec -

Mivel a Fold felszinére nézve n = 1, ennélfogva 8 km/sec vizszintes kilovési sebesség elegendd lenne a korpalya
elgallitasara légiires térben. A sebesség (8 ) kifejezését a (6) baloldalaba helyettesitve a keringésidd szamara (a kozos
gyokjel ala hozatal és egyszertsités utén)

T_ 27‘71’ 2nR7r Ji = o / 6400 km n3 — 6.28 sec 800v/m3
10~ 2km/sec



kifejezést nyerjiik, melynek numerikus része dtszamitva 84 percet jelent s igy végleges alakban
(10) T = 84 perc- Vn3.

Mivel a Fold felszinén n = 1, ennélfogva itt T' = 84 perc, vagyis ellendllasmentes mozgas esetén a vizszintesen kilétt

test ennyi id6 alatt keriilné meg a Foldet. Az els6 mesterséges holdaknal 96 perc koriili keringési id6 adodott, mert a

vizszintes kilévés nem az n = 1 értéknél, hanem valamivel magasabbrol tortént az utols6 rakéta-lépcess segitségévell
Ha a Fold felszinére vonatkozo értékeket az n = 1 miatt kis 1-es indexszel jeloljiik, akkor a (9) és (10) értelmében

v
n = 4 esetben vy = L es T, = 8T3. Az utobbit konnyd belatni abboél, hogy most a megteendd ut négyakkora, a

sebesség ellenben félakkora, tehat a teljes korpalya leirasahoz tényleg 8-szor akkora idg sziikséges.

Hogy emlitett képleteink milyen jo kozelitést adnak, kittinik abbol, hogy n = 64 esetben vgs = 8/8 = 1 km/sec
és Toa = 84 perc - 512 = 43008 perc = 29,9 nap, mert V643 = v/86 = 8% = 512 és 1 nap = 1440 perc. Mivel a Hold
tavolsaga a Fold kozéppontjatol valamivel t6bb, mint 60 R, keriileti sebessége 1,023 km /sec, keringési ideje pedig 27,3
nap, ezek az adatok jol egyeznek az el6bbi eredményekkel, mert a kérdéses nagyobb tavolsagbol a Hold felé kozeledve:
a sebességnek (a megnoévekedett vonzas miatt!) névekednie s emiatt a keringési idének csékkennie kell.

2kM

2. A szokési vagy hatdrsebesség az altalanos (4) képletbsl a = oo helyettesitéssel nyerhets v = alakban,

mely a korsebességnek v/2-szerese. Ekkor az ellipszis nagytengelye végtelenné valik, s igy a palya parabolaba megy
at. Ezt masként kritikus sebességnek is nevezik, mert ennél a test elhagyva a vonzéd centrum eréterét, a végtelenbe
tavozik, vagyis mintegy kiszokik a vonzas hatasa alol.

A kovetkez6kben néhany érdekes szokeési sebességet kozliink:

1) A Féld mint vonzé centrum esetén a felszinre vonatkozolag v = vV2 = 11,2 km/sec, a Holdnal valamivel
nagyobb tavolsagban vgs = v6aV2 = 1,41 km /sec,n =4- 10* esetben, vagyis valamivel t&bb, mint 1,5-szeres naptavol-
sdgban a v = 8/200 km/sec = 4/100 km /sec = 40 m/sec korsebesség miatt mindossze v = 1,41-40 m/sec = 56,4 m/sec
lenne a kritikus sebesség.

2) A Nap, mint vonzo centrum esetén, mivel félatmérdje 6,95-10'° cm, k = 6,66-1078 g~ cm? sec™ a gravitacios
allando, M = 1,98 - 10%3¢ a Nap tomege, kM = 1,337 - 10%° cm? sec™2, tehat a Nap felszinére vonatkozo szokési
sebességre nézve

3

9 2,674 - 10%6 ¢cm3 sec™?2
() =
Nap 6,95- 1010 cm

amibdl a gyokvonas elvégzése utan

= 384748,2 - 10'° cm? sec™2,

UNap = 620,3 km/sec.
3) Végiil még arra vagyunk kivancsiak, hogy a Naptol 150 - 10° km = 1,5 - 103 em tdvolsdgra mekkora lenne a
szOkési sebesség? Képletiink szerint ekkor

5 2,674-10%° cm? sec™?

TE 1003 =1783-10'% cm® sec™?
,0 - cm

amibdl
v = 42,2 km/sec.
Mivel Foldiink nem egészen 30 km/sec atlagos sebességgel végzi keringését a Nap koriil, tehat igen messze vagyunk

a kritikus sebességt6l, s igy nem kell félniink attél, hogy el kell tavoznunk ismeretlen csillagvilagok felé, ahova valo
utunkban a megfagyas veszedelme fenyegetné az emberiséget!



