Haladok (I1. osztéalyosok) versenye

1. feladat Egy szam két olyan tényezdre bonthato, melyek kilonbsége 6, negyedik hatvanyaik dsszege 272. Melyik
ez a szdm?

I. megoldas: Ha a kisebbik tényezst x-szel jeloljiik, akkor a masik tényezs x + 6, és a kovetelmény szerint
(1) ot + (x +6)* = 272.

Szimmetrikusabba valik azonban egyenletiink, ha a tényez6k szdmtani kozepét valasztjuk ismeretlennek. Ezt z-vel
jelolve a két tényez6 z — 3 és z + 3, igy
(z—3)* + (2 + 3)* = 272,

és rendezve z paratlan kitevGs hatvanyai kiesnek:
2+ 5422 —55 =0,

vagyis z%-ben masodfoku egyenletre jutunk. Ennek gyokei zfﬂQ = 1-b6l z; = 1 és zo = —1, a masik, z§)4 = —55
gyokbdl z3 és z4-re nem kapunk valos értéket. A z; gyokhoz tartozo tényezdpar —2 és +4, a z9-hoz tartozd —4 és +2,
a szorzat mindkét esetben —8; ez az egyetlen (valds) szam, amely feladatunk kévetelményeinek megfelelhet. Valoban
(=2)4 4+ 4 = (—4)* + 21 = 272.

II. megoldas: Jeloljiik a keresett szamot n-nel, a feladat szerinti tényez6it z-szel és y-nal. Ekkor, feltéve, hogy
x>y,

(2) T —y =06,
(3) Ty = n,
(4) xt —yt =272

Innen kozvetleniil n-re is kaphatunk egyenletet, ha (3)-at és (4)-et z(—y) = —n, x‘f + (—y)* = 272 alakban frva
észrevessziik, hogy egyenleteink bal oldalan x és —y szimmetrikus fliggvényei allnak. Igy (ugyanis varhato, hogy a
(2)-bél adodo

(5) [z + (—y)]* = 6* = 1296

egyenlet bal oldalat, amely szintén szimmetrikus fiiggvénye x és —y-nak, lehet tgy alakitani, hogy benne csak (2), (3)
és (4) bal oldala szerepeljen. Valoban, kifejtés utan

xt — 423y + 627y — day® + oyt — (2t +yt) — 4z — y)2oy — 2(zy)? = 1296,

tehéat
272 — 4 - 6%n — 2n% = 1296, n? 4+ 72n + 512 = 0,

és innen ny = —8,ny = —64.

Minthogy azonban (2)-r6l (5)-re attérve nem ekvivalens atalakitast végeztiink, ki kell probalnunk, hogy a kapott
szamok kielégitik-e a feladat feltételeit. Evégett meg kell hatdroznunk az z, y tényezdket is. Ezeket (2) és (3)-bol
szamithatjuk ki. ni-gyel ugyanarra a két tényezdpérra jutunk, mint az I. megoldasban, ns-h6z pedig nem tartozik
(valos) tényezOpéar, ezt tehat nem tekinthetjiik megoldasnak.

Megjegyzés. A versenyzok tobbsége indokolatlanul feltételezte, hogy a tényezSk egész szamok, ezekre azutén (1), ill.
(4)-ben végzett probalgatassal ra is jutott. Volt, aki csak azt tételezte fel, hogy a tényezsk racionélisak, és kimutatta,
hogy (ebben az esetben) a tényezsk egész szamok, tovabba, hogy a feladat tulhatérozott, amennyiben a (2) egyenlet
felesleges, mert 272 csak egyféleképpen irhaté két egész szam negyedik hatvanyanak osszegeként. — Amde a feladat
szerint sem a két tényezének, sem magéanak a keresett szorzatnak nem kell még racionalisnak sem lennie! Tekintsiink
két ellenpéldat. (2) és (3)-at véltozatlanul hagyva legyen pl. a tényez8k negyedik hatvanyainak Osszege a kitzott
feladattol eltéréen: z* +y* = 386; ekkor az el6z6hoz hasonlo szamitéassal © = V243, Y= V2 - 3, n = —7 adodik, tehat
a keresett szam raciondlis, de a tényezok irracionalisok. Ha pedig (2) és (3)-at ismét meghagyva 2* 4 y* = 200, akkor

r=\/VT748 — 27+ 3,y =1\/ V748 — 27— 3, n = V748 — 36, tehat a tényezskkel egyiitt a keresett szam is irracionalis.

2. feladat. Jelentsen a, b, ¢ hdrom olyan pozitiv szamot, amelyek kézil kettd-kettdnek az dsszege legfeljebb 1.
Bizonyitsuk be, hogy

(14 a*+ >+ ).

N~

(1) >+ b+ <a+b+c—ab—bc—ca<



Megoldas: A kettGs egyenlGtlenség részeit kiillon-kiilon bizonyitjuk mindkét esetben annak megmutatasaval, hogy
a jobb és bal oldal kiilonbsége nem lehet negativ. — Valdéban, az els6 egyenlGtlenség jobb és bal oldalanak kiilonbsége
igy frhato:

(2) a(l—b—a)+b(1—c—b)+c(l—a—c).

A feltétel szerint

(3) a+b<1, b+c<1, c+a<l,
igy
(4) 1-b—a>0, 1—-c—b>0, l—-a—-c>0,

és ezeket rendre a pozitiv a, b, c-vel szorozva és Osszeadva a bal oldalon (2)-t, a nem nagyobb jobb oldalon pedig 0-t
kapunk. Ezzel (1) els6 részét bebizonyitottuk.
(2) akkor és csak akkor egyenls 0-val, ha (4)-ben, és ezért mar (3)-ban is mind a harom helyen az egyenlSségi jel

érvényes. Egyenl6ségi jellel (3)-ban egyenletrendszer all el6ttiink a, b, c-re; megoldasa
1

5 = b = = —

6 a=b=c=g,

ez a sziikséges és egyben elegends feltétele annak, hogy (1) els6 részében egyenl@ség alljon fenn.
(1) masodik része jobb és hal oldalanak kiilonbségérdl konnyen észrevehetjiik, hogy egy teljes négyzet fele:

1 1
5(1+a2+b2+c2)—(a+b+c)+(ab+bc+ca)25(1—a—b—c)2,

tehat valoban nem lehet negativ. Igy a bizonyitandé egyenldtlenség masodik része is helyes. — A két oldal akkor és
csak akkor egyenls, ha a négyzet alapja 0, vagyis
(6) a+b+c=1.

Minthogy (5) és (6) egyidejtileg nem &allhat fenn, azért a, b, c-nek nincs olyan értékrendszere, amely mellett (1)-ben
egyidejileg mindkét helyen az egyenl6ség jele volna érvényes.

Megjegyzések. 1. Az utébbi bizonyitas soran nem hasznéltuk ki a (3) feltételeket, s6t az a, b, ¢ szamok pozitivsagat
sem, ezért (1) masodik része a, b, c-nek barmely értékrendszere mellett fennall. (Székely Jend észrevétele.)

2. Més iranyu 4altalanositasa (1) masodik részének: tetsz6leges aq,aq, . . ., a, szimokra

(a1 4+as+...+an) — (a1a2 + ara3 + ... + a1a, + asas + azag + ... +

1
+asan, + agag + ...+ ap_1a,) < 5(1—|—a§—|—a§+...+ai).

Bizonyitasa ugyanugy torténhet, ahogyan (1) masodik részét bizonyitottuk. (Fritz Jozsef dolgozatabol.)
3. Az egyenl6tlenség elss részének bizonyitasat is atvihetjiik 3 helyett barmilyen n > 2 szamu tagra. Ha ugyanis

ai,asz,...,an olyan pozitiv szdmok, amelyek koziil kettG-kettének az 0sszege legfeljebb 1, akkor
1
0< g{al[(l—al—az)—l— + (1 —=a1—ap)]+a[(1 —as—a1)+
+(l—-ax—ag)+...+(1—az—an)]+...+an[(1 —an, —a1)+
n—
+...+(0—-ap—an1)|}= 5 [(a1+...+an)—
— (a2 +...+a®)] - (a1a9 + ara3 + ... + an_1a,)

és innen atrendezéssel a kovetkez6 altalanositast nyerjiik:

-1 -1
n2 (a§+a§+...+ai)§n2

4. A kimondott altalanositasok n-nek barmely n > 2 értékére fennéllanak, vagyis n minden olyan értékére, amely
mellett az egyenlGtlenségeknek egyaltalan értelmiik van.

5. Osszefoglalva a 2. és 3. altalanositast az (1) kettds egyenlétlenség kivetkezd altalanositasat nyertiik: Ha aq, as, . . ., an
olyan pozitiv szamok, amelyek koziil barmelyik kettének osszege legfeljebb 1, akkor

(a1 +as+...+ay) — (a1a2 + aras + ... + an—_1an).

n—1 n—1
I+...4+a2)< (a1 +...+an) — (ara2+ ...+ ap_1a,) <

n—3
(1+a+...+a2)+ (a1 + ...+ ay).




A tett feltevés az elss rész fennalldsanak elegendd, de nem sziikséges feltétele méar a feladatban szereplé n = 3 esetben
sem; pl. n = 3, a1 = 1/4, as = 1/3, ag = 3/4 esetében az egyenlGtlenség elss része fennall, bar ag + az > 1. — A
mésodik rész ay,as, ..., a, barmely értékei mellett fennall.

6. Az (1) masodik része igy is bizonyithat6: nemnegativ szdmok mértani kézepe nem nagyobb szdmtani kozepiiknél.
Ezt az 1 és (a + b+ ¢) pozitiv szdmokra alkalmazva

(7) Viatbto< w

Itt mindkét oldal pozitiv, ezért a bal oldal négyzete sem nagyobb a jobb oldal négyzeténél:
1 9 19 9 1 1
a+b+c< Z(14—a +b0°+c%)+ 5(a+b+c)+ 5(ab+bc+ca).

Innen pedig, 2-vel szorozva és a négyzetes tagok kivételével minden tagot a bal oldalra atvive (1) masodik részét
kapjuk. — (7)-bol is lathato, hogy egyenlGség csak (6) fennallasa esetén kovetkezik be.

3. feladat. Egy egyenld szdriu hdromszég magassagpontja felezi az alaphoz tartozo magassdagot. Szerkessziik meg a
hdaromszaget, ha adott az alapot és a két szar meghosszabbitdsdt érintd kor sugara.

I. megoldas: A keresett ABC haromszog (AB = AC) alakjat megszerkeszthetjiik annak alapjan, hogy a koriilirt
kor kozéppontja a feltételnek megfelel haromszogekben a szimmetriatengely alap fel6li negyedeld pontjaval esik egybe.
Ez igy lathato be: legyen az alap felezSpontja A;, a B-bsl hizott magassag (amely atmegy az AA; szakasz M
felez6pontjan) messe AC-t D-ben, az A;-b6l AC-re bocsatott meréleges talppontja legyen E. Mivel M D az AA1E
haromszognek, A1 E pedig a BC'D haromszognek kdzépvonala, ezért AD = DE = EC. Az AC oldal F felez6pontja
tehat DE-t is felezi, igy az F-ben AC-re emelt merdleges, — amelynek AA;-gyel valé metszéspontja a haromszog koré
irt kor O kozéppontja — az A1 EDM derékszogi trapéz kozépvonala, s igy felezi az A1 M szakaszt. Ezzel allitdsunkat
igazoltuk.

Ennek alapjan a keresett haromszoghtz hasonlét ugy szerkeszthetiink, hogy tetszélegesen felvessziitk az AA; ma-
gassagot, ezen megszerkesztjiik az M felezs- és az O negyedelS pontot. Az O koriil OA sugarral irt kor metszi ki az
A; pontban AA;-re allitott merdlegesbdl a haromszog B és C' csicsét.

Az ABC haromszognek a kivant méretre nagyitasat pl. agy végezhetjiik, hogy az adott sugarral megrajzoljuk
a yhozzéairt” kort, majd ehhez az ABC haromszog oldalaival parhuzamos érintket tgy szerkesztiink, hogy a kor a
keletkezett haromszog alapjat és szarainak meghosszabbitaséat érintse.

Megjegyzés. Ehhez a szerkesztéshez jutunk az Euler-egyenes tulajdonsagainak felhasznéalasaval is; de lényegében
erre vezet az is, ha felhasznaljuk, hogy a magassagi pontot az oldalakra tiikrozve a tiikorkép a koriilirt korre esik.
Ismeretes ugyanis, hogy a haromszog M magassagi pontja, S stlypontja — amely mindharom stalyvonalnak az oldal fel6li
harmadolépontja — és koriilirt kdrének O kozéppontja ebben a sorrendben egy egyenesen, a haromszog Euler-egyenesén
van, ami egyenls szart haromszognél egybeesik a szimmetriatengellyel, és M S = 250. — Masodik észrevételiink alapjan
pedig az AA; szakasz M felez6pontjanak A;-re valé M tiikorképét véve AM-ben a koriilirt kor egy AtmérGjét nyertiik.

II. megoldas: Gondoljuk a feladatot megoldottnak, és messe az M-en d&tmend, AC-vel parhozamos egyenes BC-t
G-ben. Ekkor MG az AA,C haromszognek kozépvonala, igy CG = GA1, mésrészt MG merbleges M B-re. — Ennek
alapjan a tetszolegesen felvett BC' alapon megszerkesztjilk az A; felez6 és G negyedels pontot, BG mint atmérd
folé (Thalész-) felkort irunk, ebbdl az Aq-ben BC-re emelt merdlegessel kimetsszitk M-et, végiil Aj-et M-re tiikrozve
kapjuk a keresetthez hasonlé ABC' haromszog hatralevs A csticsat.

II1. megoldas: Legyen egy tetszés szerinti ABC' egyenl$ szara haromszogben (AB = AC) a BC alap felezépontja
Ay és az AA; szakasz felezGpontja M. Meg fogjuk mutatni, hogy a BM egyenes és az AC oldal D metszéspontja-
bol AA;-re bocsatott merdleges T talppontja az AA; szakasz A fel6li harmadold pontja, fiiggetleniil a haromszog
alakjatol. — Ezt tudva a keresett haromszog alakja megszerkeszthet. Egy a egyenes egy A; pontjaban AA; merdle-
gest szerkesztiink, és megszerkesztjiik AA;-nek az A felgli T harmadol6 pontjat. Ekkor az 6sszes olyan ABC' egyenld
szarda haromszogekben, amelyeknek alapja az a egyenesen van, az alap végpontjait AA; felez$ pontjaval Gsszek6ts
egyeneseknek a szemkozti oldallal valdé metszéspontja a T-ben AA;-re merdlegesen huzott ¢ egyenesen van.

A




Ennek kell azt a Dy pontjat kikeresniink, amelyre ADg és BDg vagy azt, amelyre ADy és C Dy merGlegesek,
az ilyen pontokat pedig az AM szakasz mint atmérg folé rajzolt (Thalész-) kor metszi ki ¢t-bdl. Legyen a kor és az
egyenes két metszéspontja Do és Dg; ezek AA;-re szimmetrikusan helyezkednek el, igy mindkettSt Osszekotve A-val és
az Osszekots egyeneseket meghosszabbitva, amig a-t metszik (mondjuk B-ben, ill. C-ben) egyenld szara haromszoget
kapunk. Ebben a B-t M-mel 6sszek6t6 egyenes AC-t annak ¢-vel valo metszéspontjaban, vagyis Dgi-ban metszi. Ez
rajta van a Thalész-koron is, tehat BDj az AC oldalra bocsitott magassag. Igy valoban megszerkesztettiik a keresett
haromszog alakjat — amennyiben a 7' pontra vonatkozo allitasunk igaz.

Ennek igazolasara huzzunk A;-bgl parhuzamost AC-vel, messe ez BD-t E-ben. A1 E a BCD héaromszog kozép-
vonala, s igy F felezi a BD szakaszt. Masrészt EM és M D egyenls, mert AM D és A3 M E haromszogek megfelels
oldalai, ezek pedig egybevagok, ugyanis AM és A3 M oldaluk egyenld, M-nél levs szogeik csticsszogek, A-nal és Ap-nél
levé szogeik pedig valtoszogek. — Ekkor azonban M D a BM szakasz harmadrésze, s igy az A1 BM és T DM hasonlo
derékszogl haromszogekbdl (az M-nél levs szogek csucsszogek) nyerjiik, hogy TM is harmadrésze A; M-nek, tehat
hatoda AA;-nek. Igy AT kétharmada és AT harmadrésze AA;-nek, amint allitottuk.

IV. megoldas. Szamitas alapjan egy olyan szerkesztést is megadhatunk, amelyben nem sziikséges egy hasonlo
haromszog kozbeiktatéasa.

Jeloljiik a haromszog alapjat és magassagat a-val, ill. m-mel, az a-val szemkozti szogét a-val. Legyen az alapot és
a szarak meghosszabbitasat érint6 kornek kozéppontja K (az AA; magassag, egyben szogfelez6 meghosszabbitasan),
az AB egyenesen levs érintési pontja H és sugara az adott o. Messe a K H egyenes a BC egyenest az L pontban és
legyen A1 L = z. Ezt az x hosszusdgot fogjuk kiszamitani, majd megszerkeszteni.

Meréleges szart hegyes szogekként BAA; << = KLA1< = «/2 és CAA1<< = MBA1< = «/2, ezért a KLA; és
BAA;, valamint CAA; és M BA; derékszogl haromszogek hasonlok. A masodik és az elsg, ill. a negyedik és az els6
haromszoghdl a befogokra:

a m a

2 272
E két aranyparbol (egyenletbdl) m-et kikiiszobolve a is kiesik (ez ugy is végrehajthato, hogy a két aranypéart tagrol
tagra Osszeszorozzuk és egyszerisitiink), igy « és o kozott kapunk Osszefiiggést:

‘m=yp:uw, ill. =p:x.

.IQ — 2927

és innen x = g\/i.

Ennek alapjan szerkesztésiink a kovetkezs: a o sugaru korhoz tetszés szerinti A; pontjaban érintét szerkesztiink,
erre A;-t6] mindkét iranyban felmeérjiik ov/2-t vagyis a o befogoju egyenls szara derékszogi haromszog atfogojat. A
végpontokat a kor K kozéppontjaval 6sszekots egyenesek kimetszik a korbél a szarak meghosszabbitasainak érintési
pontjait.

Megjegyzések. 1. A-t a KA, félegyenesb6l KA = KL alapjan is kimetszhetjik (a KLA; és KAH derékszogi
haromszogek egybevagok).

2. Tobb versenyzé lényegében a legutobbi gondolatmenettel a/2-t hatarozta meg: helyesen erre jutott: tg”a/2 =
1/2, ebbdl négyzetgyokvonassal és trigonometriai tablazattal meghatarozta a szoget, és azt szogmeérdvel felmeérte. — Ez
az eljaras azonban nem tekinthetd (euklidészi) szerkesztésnek.

3. A keresetthez hasonld egyenls széra haromszog akkor is megszerkeszthets, ha — a feladattol eltéréen — az M
magassagpontnak felezés helyett valamely mas, el6irt aranyban kell osztania az AA; szakaszt. Megoldésaink megfelels
modositéssal az A1M : MA = 1 : k el6irds esetén is hasznélhatok, kivéve az 1. megoldast, amelyben lényegesen
kihasznéltuk, hogy k = 1 (a hozzafiiz6tt megjegyzések azonban hasznalhatok). A feladatnak k& minden (pozitiv) értéke
mellett egy és csakis egy megoldasa van, és ez all akkor is minden k < 1-re, ha M-et AA; meghosszabbitasan kell
kapnunk.



