Kezddok (1. osztélyosok) versenye.

1. feladat: Bontsuk fel 5/8-ot minden lehetséges maodon hdrom olyan pozitiv tort dsszegére, amelyeknek a szamldldja

1.
Megoldas: Olyan a, b, ¢ természetes szamokbol allo6 harmast kell keresniink, amelyre
5 1 1 1
1 T4y
(1) 8 «a + b + c

Feltehetjiik, hogy a a legkisebb, ¢ a legnagyobb nevez6 a harmasban (egyenlSség persze nincs kizérva), vagyis
(2) 0<)a<b<e

Eszerint reciprok értékeik koziil 1/a a legnagyobb és 1/c¢ a legkisebb:

(3)

ol

Tajékozodjunk a nagysagarol. Evégett (1) jobb oldalan a méasodik és harmadik tagot (3) alapjan el6bb a nem kisebb
1/a-val, majd a biztosan kisebb 0-val helyettesitjiik; igy olyan két egyismeretlenes egyenlGtlenséget kapunk, melyeknek
1/a a nagyobb, ill. a kisebb oldalan all:
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Ezek szerint a-ra harom lehetség van: a = 2, a = 3, vagy a = 4.
1. Keressiink el6szor a = 4-hez megfelels b-t és c-t. (1)-bol

1 1 5 1 3
4 — _ = - — — = —,
“) b + c 8 4 8
A fenti meggondolas elss felét b-re ismételve (3) alapjan
3 1 1 1 1 2 16
=4 <z ==z hat b < — .
3 b+c_b+b o tehat _3(<6)

Masrészt most (2) szerint b is legalabb 4, tehat b = 4, vagy b = 5. Ezekkel (4)-b6l ¢ = 8, ill. ¢ = 40/7 adodik, de az
utobbi nem egész szam. — Eszerint a = 4 mellett egy felbontast kapunk:
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2. Legyen most a = 3. Ekkor (1) igy alakul
- L1517
b ¢ 8 3 24
innen a fentiekhez hasonléan
LANESR OO O W R

eszerint most a b = 3, 4, 5 és 6 lehetGségek jonnek szoba. A megfelels c-értékek (5)-bol: ¢ = —24, ¢ = 24, ¢ = 120/11,
ill. ¢ = 8. Csak a masodik és a negyedik érték természetes szam, igy két felbontéast kapunk:
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3. Veégiil az a = 2 esetben (1)-bdl

1+1_5 11
b ¢ 8 2 8§

Itt alkalmas atalakitassal kdzvetleniil attekinthetjiik az Gsszes b, ¢ értékparokat. Tavolitsuk el a torteket, gytjtsiink
minden tagot az egyenlet jobb oldalara, és igyekezziink a kifejezést szorzatta alakitani:

8b+8c=bc, 0=bc—8b—8c=(b—8)(c—8)—64.



Eszerint 64-et kell minden lehet6 modon két egész tényezdre bontani. A tényezskre (2) folytan b — 8 < ¢ — 8, masrészt
nem lehet a két tényezd negativ, mert akkor a kisebbre b — 8 < —8, b < 0 addédnék. Igy a lehetséges felbontasok:

b—8=1, 2, 4, 8,
c—8=64,32,16,8,

és ezekbdl a kovetkezd felbontasok adédnak:
5 1 1 1
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(IV-VII) s=3t5tm =5

Mindezek szerint 5/8-ra az el6irt alakban a fenti hét (I)—(VII) felbontas lehetséges.
Megjegyzés. Az a = 3 esetben adodott
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felbontds mutatja, hogy ha elejtjiikk a pozitivsdg kovetelményét, akkor a feladatnak tobb megoldasa van. A fentihez
hasonlé gondolatmenettel tovabbi 6 ilyen felbontast taldlunk:

5_ 1.1 1 1.1 1 1.1 1 1.1 1
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2. feladat: Szerkessziink hdromszoget, ha ismerjik egy oldaldt (a), az ezzel szemkézti szdget (a), és annak a
szakasznak a hosszdt, amely az o szég csucsdt a haromszag beirt korének kézéppontjaval dsszekoti.

I. megoldas: Gondoljuk a feladatot megoldottnak, legyen a keresett haromszég ABC, ebben BC' = a, BAC< = «
és — O-val a beirt k kor kézéppontjat jelolve AO = d az adott szakasz.

Legyenek tovabb4 k-nak az oldalakon levé érintési pontjai A’, B', C' és sugara 0. Az OBC haromszdgben

B
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Eszerint O csak azon az i1, i2 korivparon lehet, amelynek (B és C-t6l kiilonb6z6) pontjaibol az adott BC' szakasz

a megszerkeszthets 90° + % szdgben lathato. Masrészt megszerkeszthetjiilk OB’ = o-t, mert az AOB’ derékszogi

haromszog alakjat a d atfogo és az a/2 hegyesszog meghatarozza, — és evvel még egy meértani helyet kapunk O-ra,
ugyanis O csak a BC-t6l o tavolsagban fekvs ey, eo parhuzamos egyeneseken lehet.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. Felvessziik a BC' = a szakaszt és kijeloljiik, hogy a haromszoget a BC
egyenessel létrejott Fy és Fy félsikok koziil Fi-en kivanjuk kapni. Fi-en fekszik O is, elég lesz tehat az i1-et és ej-et
megszerkeszteniink. C'B-re a C cstcsban mindkét félsikon felmasoljuk az a/2 szoget, a szarak g1, g2, megszerkesztjiik
BC-nek f felez6 merélegesét, majd go és f-nek O' metszéspontja koriil O'B = O'C sugarral megrajzoljuk i;-et. ej-et
pedig tgy kapjuk, hogy gi-re C-bdl felmérjiik d-t, és ennek D végpontjan 4t BC-vel parhuzamost hazunk. i1 és eg
kozos pontja O, ennek vetiilete BC-re A' és OA' = p, ezek alapjan megrajzoljuk a k kort. Most mar az A csicsot a
B és C-b6l k-hoz htizott masodik érinték metszéspontja adja. (Ezek céljara €', B'-t a B koriil BA', ill. C kériil CA’
sugdarral irt korrel metszhetjik ki.)

Szerkesztésiink helyes, mert a BCO' egyenl6 széri haromszog O'-nél leve szoge kétszerese a/2 potszogének, azaz
180°—q, ez egyben a O’ kbzéppont koriil O’ B sugarral irt kor F}-beli 4, ivéhez tartozo kdzépponti szog. Igy a kor Fh-beli
ivéhez 180° + o nagysagu kdzépponti szog tartozik, tehat a BOC keriileti szdg ennek fele: 90° + «/2. Most méar a C' BC
és B'CB szdgek sszege kétszerese az OBC és OC B szogek Osszegének, a BOC szog kiegészits szogenek, 90° — a/2-
nek, azaz 180° — a-val egyenls, tehéat a szerkesztett érint6k A-nal valoban « szoget zarnak be (az a szogiik ekkora,
amelynek terében a BC' szakasz van). AO felezi az A-bol k-hoz htizott érint6k szdgeét, ezért OAB'< = a/2 = DCB«,



tovabba D-nek BC-n levs vetiiletét D’-vel jeldlve az AOB’ és CDD' derékszdgi haromszogekben OB’ = OA’ = DD/,
igy e két haromszog egybevago, tehat AO = CD = d.

A szerkesztés lépései O elGkészitéséig egyértelmiien végrehajthatok (o nyilvan 0° és 180° kozti szog, igy fele hegyes-
sz0g). i1 és ey kouzOs pontjainak szama szerint O-ra 2, 1, 0 pontot kapunk, és ezekbdl ugyanennyi haromszoget, mert
a tovabbi lépések ismét egyértelmiiek. Ha 2 megoldas adodik, ezek egybevagok, mert egymésnak f-re nézve tiikros
péarjai, igy a feladatnak lényegében legfeljebb 1 megoldéasa van.

II. megoldas: Az adott « szog az a oldal 1atoszoge az A csucsbol, ennek alapjan ismert médon megszerkeszthetjiik
a keresett haromszog k™ koriilirt korét.

A BAC szbg AO felezGje k*™-ot méasodszor az A-t nem tartalmazé BC ivnek G felezGpontjaban metszi, mert a
keriileti szogek tétele szerint GBC< = GAC< = GAB< = GCB< = «/2, tehat a BCG haromszogben GB = GC, és
e hirokhoz egyenlé ivek tartoznak. Masrészt CO felezi az AC B szoget, ezért az OCG haromszogben OCG<t = (y+a)/2.
Ekkora a COG szdg is, mint az ACO haromszog kiilsé szoge, tehat a COG haromszog egyenls szara: OG = CG. Igy
A-nak G-t6l valo tavolsaga AG = AO + OG = d + CG.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. k*-ban a BC-re merSleges atmérének az a végpontja G, ahonnan BC
latoszoge 180° — a. (Ez is mutatja, hogy G azonos az I. megoldasban hasznalt O’-vel.) A GC szakasznak C-n tuli
meghosszabbitasara rameérjiik d-t. A G koriil d + CG sugéarral leirt kor k*-bol kimetszi A-t. Aszerint, hogy a d + CG
szakasz kisebb, ill. nagyobb k* atmérgjénél, ill. éppen egyenls vele, 2, 0, ill. 1 megoldast kapunk. — Szerkesztésiink
helyessége bizonyitasaul csak azt kell megmutatnunk, hogy a kapott A pontot G-vel 6sszekots szakasznak A-t6l d
tavolsagra, azaz G-t6l CG tavolsagra fekvé O™ pontja azonos az ABC haromszogbe irt kor kézéppontjaval. Valoban,
a CGO™ haromszog egyenld szara, és benne CGO*< = CBA< = 3, igy O*CG< = 90° — 3/2, ennélfogva O*CB< =
O"CGa—BCGq =0"CG<a—a/2=90° — (a+ B)/2 = v/2, vagyis O*C felezi a C-nél fekvs szdget. Masrészt O* az
A-nal fekve szog felezGjén is rajta van, tehat O* = O.

ITI. megoldas: Az elébbi AOB’ haromszdggel egybevagé haromszoget szerkesztve megkapjuk AB’-t, az A-bol
k-hoz huzhat6 érintGszakaszt. Errdl ismeretes, hogy egyenls s — a-val, ahol s a haromszog keriiletének fele. Ebbdl (a
szokésos jelolésekkel) b+ ¢ = 2s — a = 2(s — a) + a alapjan elgallithatjuk az A csticsbol kiinduléd oldalak Gsszegeét,
ezzel pedig a feladatot visszavezettiik a haromszognek az a, b + ¢, a adatharmasbol valé ismert szerkesztésére: az A*
cstcst a2 szog egyik szarara felmérjiik b + c-t, ennek B végpontjabol a sugara korivvel a masik szérbol kimetssziik
C-t, majd A*C felezd merdlegesével az els§ szarbol A-t.

A korivnek a sz0g szaraval 2, 1, 0 kozos pontja, egyszersmind ennyi megoldas van. Két metszéspont esetén mindkettd
A”-nak ugyanazon oldalara esik (kiilonben a > b + ¢ volna), ezért Ay és Ay az A" B szakaszra esnek. Az igy adodo
A1 BC1 és A>Cs B haromszogek egybevagok. Ugyanis az A*Cp Ay és A*Cy Ao egyenld szara haromszogek kiilss szogeként
C1A1B< = CyAsB< = o, MAasrészt A*01A1<I = A*OQAQQ: = 04/2. C1BA1< =¢ jelijléssel BCi1 A1« = 180° — o — g,
igy C2C1B< = 180° — (180° — o — ¢) — a/2 = ¢ + /2. Amde a BC,C; hiromszig egyenld széaru, ezért C)Cy B =
e+ a/2, tehat A;CyB< = ¢. Igy a kérdéses haromszogek egy oldalban és két megfelels szoghen megegyeznek, valoban
egybevagok.

IV. megoldas: « és d ismeretében megszerkeszthetd O, k és a szarainak az érintési pontig terjedd szakasza: s — a.
Ezzel egyuttal (s — a) + a = s is ismert, a csicstol ekkora tavolsagban érinti « széarait az a oldalt kiviilrél érinté kq
hozzairt kor, igy ez is megszerkeszthet6.



Most mar k és k; kdzos bels6 érintbinek az o szog szarai kozé esé szakasza az a oldal.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha

b
(1) 2r24520 és
x Yy z
2) —+ 2oy,
akkor
.’L'2 y2 22
(3) L+ 5=l

Megoldas: A (2) feltételi egyenlGség négyzete alkalmas rendezéssel igy irhato:

.IQ 2 2'2 X z zxr
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_3:2+y2+z +2xyz c+a+b
a2 b 2 abc \z = y/)’
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A maésodik zarojelbeli kifejezésben raismeriink (1) bal oldalara, amely 0-val egyenld. Ennek figyelembevételével kapott
egyenlséglink azonos (3)-mal, a bizonyitandé allitassal.

Az (1) és (2) feltevéseknek csak ugy van értelmiik, ha az a, b, ¢, =, y, z szamok 0-t6l kiilonbo6zsk, igy pedig az
alkalmazott atalakitdsok megengedett azonos atalakitasok voltak.

Megjegyzés. A latottaknal valamivel tobb ismeret felhasznalasaval az allitas igy is bizonyithato. x/a, y/b, z/c-t u,
v, w-vel jelolve ezek 0-t6l kiilonb6z6 valos szamok, feltételeink szerint

1 1 1
(4) u+v+w=1, -+ -4+ —=0, amibdl vw + wu + uv = 0,
u v w

és u? +v? +w?-et kell meghataroznunk. (4) elsé és harmadik kifejezése egyiitthatoként szerepel a T = (t—u)(t—v)(t—w)
kifejezésnek ¢t hatvanyai szerint rendezett polinomalakjaban, eszerint uvw-t d-vel jelolve

(5) T =1t~ (u+v+w)t® + (uv+ vw + wu)t —uvw = 3 — t* — d.
Hozzuk most két médon polinomalakra a T* = (£ — u?)(t? — v?)(t* — w?) szorzatot. Egyrészt
T =(t—u)(t—v)(t —w) (-t —u)(~t—v)(~t —w)] =TT,
ahol T" annak a kifejezésnek (—1)-szerese, amely T-b6l t-nek —t-vel valo helyettesitésével all els; ennélfogva 77 =

~[(=t)? = (=) —d| =P +t* +d, esigy T* = (t* —t* —d)(t® +t* + d) = t° —t* — 2dt* — d°.
Masrészt az (5)-hoz hasonlo kifejtéssel
T = 1% — (u? + v* + W)t + (W + v*w?® + wu?)t? — v o?w?.

A két polinomalakbol az egyezs foku tagok egyilitthatoinak dsszehasonlitasabol kapjuk a bizonyitando

.’L'2 2 22
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egyenlGséget, tovabba leolvashatjuk az

2,2 2,2 2,2
7Y yz T ), 2.2 2,2 2,2 _ _ _ _oTYz
(6) (a2b2 +b202 +c2a2 —>uv + v*w” + wu ——2d_—uvw(_ _2abc)




Osszefiiggést is. Ebbdl az is latszik, hogy u, v, w kozil kettd pozitiv és egy negativ kell hogy legyen. Ez valéban
leolvashato a (4) feltételi egyenletekbdl is: a mésodik szerint nem lehet mindharom egyezd elGjeld; ha pedig kettd, pl. v

1 1
és w negativ, akkor az els6 egyenlet szerint mindkett abszolat értéke kisebb, mint u-é, tehat — kisebb ‘— és | —|-nél,
U v

1 1 1 1 1
igy —+ — negativ, és ez méginkabb all — 4+ — 4+ —-re.
u o w u v w
A (6) azonossag kozvetleniil is nyerhetd a feltételi egyenletekbdl:

uw?v? + viw? + wiu? = (uv + vw + wu)? — 2uvw(u 4+ v + w) = —2uvw.



