1. feladat. Hany olyan megolddsa van az
|| + |y| < 1000

egyenldtlenségnek, amelyben © és y egész szamok?

I. megoldas: Mindkét ismeretlen értéke csak a 0, £1, £2,...,£999 szamok egyike lehet, de az egyik értékének
megvalasztasa korlatozast jelent a masikéra. Menjiink végig x minden egyes értékén, és allapitsuk meg a mellette
lehetséges, vele megoldast ad6 y-értékek szaméat; kérdéslinkre ezen szamok Osszege adja meg a valaszt. — Vegyiik
el6szor x nemnegativ értékeit.

x = 0 mellett |y| < 1000, azaz —1000 < y < 1000, ennek —999, —998,...,—1, 0, 1,...,999 tesznek eleget, szamuk
2-999 41 =1999.

x =1 mellett |y| < 999, az el6bbinél 2-vel kevesebb megoldéas van, mert y = 999 méar nem felel meg.

Altalaban is, x valamely értékérsl az 1-gyel nagyobbra attérve |y|-nek legnagyobb lehetséges értéke 1-gyel kisebbnek
adodik, igy y el6bbi értékei koziil kett6t kell torolniink, az z, y megoldasok szama 2-vel csokken. Igy a megoldasok

szamai x = 0,1,2,...,999-re szdmtani sorozatot alkotnak. Az utols6 tag x = 999-cel : 1, a tagok szama 1000, és igy
Osszegiik:
1 1 1
000(1999 + 1) — 10002,
2
x=-1,-2,...,—-999 esetén |z| =1,2,...,999, igy az el6z6khoz hasonloan az ilyen megoldasok egyiittes szama

1997 4+ 1995 + ... + 1 = 9992.

Ezzel valamennyi megoldast figyelembe vettiik, 6sszes szamuk: 1000% 4+ 999% = 1998 001.

II. megoldas: A kérdés egyértelnt a kovetkezovel: hany olyan x, y egész szampar van, amelyre az |x| + |y| Osszeg
vagy O-val, vagy 1-gyel, vagy 2-vel, ..., vagy 999-cel egyenls? Allapitsuk meg tehat altalaban az |x| + |y| = k egyenlet
egész szamokban valé megoldasainak Ny szamat, — ahol k£ nemnegativ egész szadm —, és képezziik ezek Osszegét k = 0,
1,2,...,999-re.

k = 0 esetén egy megoldés van: z =y = 0.

k =1 esetén négy megfelel értékpar van:

1, 05 -1, 0; 0, 1; 0, —1.

k > 2 esetén a megoldasokat két csoportba osztjuk aszerint, hogy fellép-e benniik a 0 szam, vagy nem. Az els6be
a k = 1 esethez hasonloan 4 megoldas jut: k,0; —k,0; 0, k; 0, —k. A mésodik csoportban |z| a kovetkez6 k — 1 értéket
veheti fel:

x| =34 = 1, 2, 3,..., k-1,
és evvel |y| is meg van hatéarozva:
lyl=k—j=k—-1,k—2,k-3,..., 1.

j minden fenti értékével az elGjelek figyelembevétele soran 2 - 2 = 4 megoldas adédik, mert j és k& — j mindegyike

szaméara egymastol fiiggetleniil 2-féleképpen valaszthatjuk az elGjelet:

jvk_.]a _.]7 k_.]v jv_(k_])7 _]a_(k_.])a

tehat itt a megoldasok szama 4(k — 1). — Végeredményben k > 2 esetén a megoldasok szama 4 + 4(k — 1) = 4k. Ez a
kifejezés k = 1 esetén is helyes, ekkor a masodik csoportba nem tartozik megoldés; &k = O-ra azonban nem érvényes.
Ezek utan £ =0, 1, 2, ..., 999-re

999 - 1000
N =1+4(1+2+3+...4+999) =1+4 ———— =199800L.

Megjegyzés. Ugyanigy, ha s nemnegativ egész szam, akkor az |z| + |y| < s egyenl6Stlenség megoldésainak szama
egész szadmokban:
Ny=1+4[142+434...+(s—1)] =25 —25+1.

ITI. megoldas: Minden egyes megoldast a derékszogl koordindtarendszerben egy tn. racspont abrézol, vagyis
olyan pont, amelynek mindkét koordinatdja egész szam. Jellemezziik e racspontok helyzetét, majd ennek alapjan
szamukat megallapitva adjunk valaszt kérdéstinkre.



e paros rdcspontok
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Az adott egyenl6tlenség igy is irhato:
| + [yl < 999.

Tekintsiik atmenetileg csak azokat a megoldasokat, amelyekben x és y egyike sem negativ. Igy |z| = = és |y| = v,
teljesiil tehat

(1) x>0, y>0 é x+y<999.

Az ezen korlatozasoknak eleget tevéracspontok nem lehetnek az x = 0 egyenestdl (az Y-tengelytol) balra, az y = 0-t6l
(X-tengely) lefele, és az x + y = 999 egyenestdl ,,jobbra folfele”. Mas szoval: (1)-nek csak az ezen harom egyenessel
bezart OP(Q derékszogld haromszodg csucsaiban, oldalszakaszain és belsejében fekvs racspontok tehetnek eleget, ahol
O, P és @ koordinatai: (0,0), (999,0) és (0,999).

Forditva: ha valamely x, y racspont eleget tesz ezen geometriai el6irdsoknak, akkor az x, y szdmparra, tovabba
— negativ értékeket ismét megengedve — vele egyiitt a —z, y, az x, —y és a —x, —y parokra is teljesiil az adott
egyenlStlenség. Az utobbi szampéaroknak megfelels racspontok azoknak az OP’'Q, OPQ’, ill. OP'Q’ haromszdgeknek
a keriiletén és a belsejében vannak, amelyek OPQ-bol az Y-ra, X-re, ill. O-ra valo tiikrozéssel keletkeznek. A négy
haromszog egyiitt hézagtalanul kitolti a PQP'Q’ négyzetet, ahol P'(—999,0) és Q'(0, —999).

Szamuk megéallapitasa céljara e négyzet racspontjait tobbféleképpen rendezhetjiik.

a) Valamelyik tengellyel, pl. az Y-nal parhuzamos sorok (racsegyenesek) szerinti szamlalassal lényegében az L.
megoldéast ismételjiik. — Hasonléan a II. megoldés is értelmezhetd pontszamlalasként, meggondolasunkat a PQP'Q’-
ho6z hasonlé helyzeti azon négyzetek keriiletein valé szamlalés szemlélteti, melyeknek kozos kozéppontja O, és atloja
rendre 2, 4, 6, ..., 1998 egység, és ehhez hozzavessziik az origdt. (x, y-on valds szamokat értve pl. || + |y| = 999 a
PQP'Q’ négyzet keriiletének egyenlete.)

b) A PQP'Q’ négyzet oldalaival parhuzamos racsegyenesek mentén vald szamlalasban célszerd a récspontokat
két csoportra, paratlanokra és parosakra osztani az x + y Osszeg pératlan, ill. paros volta szerint, és a szamlalast
csoportonként végezni. Ugyanis PQ vagy PQ’ irdnyt mozgéssal sem paros racspontbol paratlanba nem lehet atjutni,
sem forditva, igy a pontok e két irdnyra nézve nem egyszerd halét alkotnak, szamuk nem allapithatdé meg puszta
szorzéssal. Valoban, a PQ iranyd egyenesek egyenlete x 4+ y = ¢ alaki, ahol ¢ allandé, tehat ezeken mozogva x + y
péarossaga is valtozatlan; és ugyanez all PQ’ irdnyt egyenesen valé mozgas esetén is, mert egyenletiik z — y = d alak,
ahol d allando, és két egész szam kiilonbsége ugyanolyan parossagi, mint az Osszege. — Minden racspont vagy péros,
vagy péaratlan. Kénnyen belathat6, hogy péaratlan racspontjaink PQ és PQ’-vel parhuzamosan ezer-ezer sort alkotnak,
szamuk 10002, a parosaké pedig hasonléan 9992

c¢) Récspontjaink szamat kiilonbségként is megkaphatjuk: véve a P és P’, ill. Q és Q" pontokon at az Y, ill. X-
tengellyel parhuzamos egyenesek altal hatarolt néegyzet 19992 = 3996 001 racspontjat, és ebbél elhagyva a PQP'Q’-
négyzeten kiviill, a négy sarki haromszogben fekvéket, mint szamunkra feleslegeseket. Ez utobbiak egyiittes szama
41424 ... +999) = 1998000. A jobb felss ilyen haromszog cstcsai: P*(999,1), Q*(1,999) és S*(999,999). Igy
N =3996 001 — 1998 000 = 1998 001.

d) A racspontok szama teriiletszamitas utjan is megallapithato. Rendeljiik hozza minden R récsponthoz annak az
egységnyi oldali ,elemi” négyzetnek a teriiletét, amelynek kozéppontja R és oldalai parhuzamosak a tengelyekkel. Igy —
ha valamely, a koordinatarendszerben fekvs idom teriilete csupa ilyen négyzetre bonthato fel, — akkor annyi racspontot
tartalmaz, ahdny egységnyi a teriilete. — Vegyiik hozz4 a PQP'Q’ négyzethez a keriiletén fekvé racspontokhoz tartozo
elemi négyzeteknek a PQP'Q’-n kiviil fekvd részeit, igy egy ,fogazott négyzetet” kapunk. A P, Q, P’, Q' racspon-
tok elemi négyzetébdl egyenkint 3/4 teriiletegységnyi rész fekszik ,kiviil”, 6sszesen 3 egység, a PQ, QP', P'Q’, Q'P
oldalszakaszok belsejében fekvs 4 - 998 = 3992 racspontébol pedig egyenkint 1/2 teriiletegységnyi rész, 6sszesen 1996
egység. Mivel még PQ = 999v/2, azért a fogazott négyzet teriilete 2-999% +3+1996 = 1998 001 egység, megegyezéshen
fentebbi eredményiinkkel.



2. feladat. Egyenes henger alaki edényiink magassiga egyenld alapkérének dtmérdjével. Az dllo edénybe eldbb egy
vele egyenld alapsugari és magassdgi egyenes kiupot helyeziink — csiucsdval folfelé —, majd 6 egyenld sugari gombot. A
gombok mindegyike érinti az edény faldt, a kip paldstjat és 2 mdsik gombit. Kiemelkednek-e a gombok az edénybdl?

I. megoldas: A henger és a kup kozos tengelyén atmend barmely ABCDFE sikmetszetben az AB henger- és
az AC kupalkot6é ugyanakkora BAC szdget zar be. Igy r sugaraik egyenldsége folytan mind a 6 gémb kozéppontja
ugyanolyan mélyre esik le, kézéppontjaik egy vizszintes sikban helyezkednek el. Ezek nyilvan egy olyan 2r oldala
szabalyos hatszog csicsai, amelynek kozéppontja a henger tengelyén van, ezért a gdmbkozéppontoknak a tengelytsl
vald tavolsaga ugyancsak 2r, a henger falatol valo tavolsaguk r; igy a henger (és a kap) sugara: R = r + 2r = 3r.

\

Tekintsiink egy olyan tengelymetszetet, amely atmegy egy gémbnek G kdzéppontjan. A gémbbdl igy kimetszett
fokor érinti az AB, ill. AC alkotokat. Tekintsiik e f6kor érint6jét a gdmb legmagasabban fekvd 1" pontjaban, és jeloljik
ennek az alkotok (vagy meghosszabbitasaik) kozti szakaszat B'C’ = z-szel. Igy adataink alapjan az AB'C’ derékszogi
haromszogben AB' = 2z, AC' = V5x. A f6kor ezen haromszognek beirt kire, ennélfogva szokasos jelolésekkel és az
ismert Osszefiiggés alapjan:

t Az 2 x
r=—, zazZ T = = .
s 3+v5  34++5
X
2 2

Ennek alapjan
T 3+5 < 2++9 _

R 6 6

és mivel R pozitiv, azért * < R. Eszerint B'C’ < BC, és az AB'C’ és ABC héaromszogek hasonloséga alapjan
AB' < AB, tehat T alatta van a fedslap BD szintjének, a gdmbdk nem emelkednek ki az edénybél.

L,

II. megoldas: Ha méar megkaptuk az r = R/3 Osszefliggést, akkor szinte szamitas nélkiil is valaszolhatunk a
kérdésre a kovetkezs atfogalmazas alapjan:

BeilleszthetG-e egy gomb az edénybe (a kup utan) ugy, hogy érintse a henger falat és legmagasabb pontja a fedélap
szintjében legyen? Lathato, hogy igen. Ugyanis a gémb f6kormetszetét befoglalva egy 2r oldala DPQS négyzetbe,
ennek az a @ cstcsa, amely sem a hengeralkotén, sem a fed6lappal valé metszésvonalon nincs rajta, éppen a kup
alkotdjara esik; ez mutatja, hogy az ilyen beillesztésnek nincs akadalya, ebbdl a helyzetbdl eleresztve a gomb lejjebb
esik, vagyis még a feddlap szintjét sem éri el a legmagasabb pontja.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszogi hdromszig teriilete egyenld a kéréje irhato kor sugaranak és a

magassagvonalak talppontjai dltal meghatdrozott haromszdg fél keriletének szorzatdval.

I. megoldas: Legyenek az ABC hegyesszogi hiromszog magassdgvonalainak talppontjai rendre A, By, C1. Ezek
bels6 pontjai a BC, C'A, ill. AB szakasznak. Ismeretes, hogy hegyesszogi haromszogben az oldalak felezik a talpponti
haromszog kiils6 szogeit.



Ennélfogva ha Cy-nek CA, ill. C' B-re vonatkoz6 tiikérképe Cf, ill. C7, akkor a B1Cj ill. A;C; oldalnak B;CY, ill.
A;CY tiikorképe a By A; oldalnak By, ill. Aj-en til valé meghosszabbitésara esik, tehat C]CY" a talpponti hdromszdg
k keriiletével egyenls. Tovabbé a tiikrozés folytan a C1CCY haromszog egyenls szarta: CC] = CCy = CCY = my, és
C-nél levs szoge kétszerese az AC'B hegyes szognek. — Az ABC haromszog koriilirt kérének O kozéppontja az A, B
csticsokkal egyiitt a C’CCY-hoz hasonl6 haromszoget alkot, mert OA = OB = r, és AOB< = 2- ACB<. A hasonlosag
folytan: C'CY : AB = CCY : OA, masképpen k : ¢ = m, : 7, és ebb6l cm,. = rk, ahol a bal oldal az eredeti hdromszdg
t teriiletének kétszerese. Igy t = rk/2, amit bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés. Derékszogl haromszogben a talpponti haromszog elfajul, mert két csticsa egybeesik a derékszog csi-
csaval, pl. ha ACB< = 90°, akkor A; = By = C. Ha a CC} szakaszt oda-vissza bejarva elfogadjuk, a ,haromszog”
Jkeriiletének”, akkor a tétel ez esetben is igaz, mert k = 2m,., masrészt r = ¢/2, ennélfogva kr/2 = cm./2 = t.

A bizonyitasban felhasznalt hasonlosag tompaszogid haromszogben is fennall — éspedig akar hegyes sz6g van C-nél,
akar tompa (természetesen bizonyitésa kiss¢ modosul), de a C]C7 szakasz nem a talpponti haromszog k keriiletét
jelenti, hanem a k — 2h kiilonbséget, ahol h a talpponti haromszognek az az oldala, amelynek végpontjai az eredeti
haromszog hegyes szogeinek csticsabol hizott magassdgok talppontjai. A mdédosulas magyarazata az, hogy ez esetben
csak a leghosszabb oldal egyenese tartja meg a talpponti haromszogben kiilsé szdgfelezsi szerepét, a masik kett6é belsé
szogfelezdveé valik.

II. megoldas: Ismeretes, hogy a haromszég M magassagpontjanak az oldalakra, mas szoval az A;, By, C; magas-
sagtalppontokra valo A’, B', C” tiikérképei a koriilirt kor keriiletén vannak (A’ a CCY egyenesen, B’ a CC}-n). Igy az
A'B'C’ haromszdg az A1 B1C) talpponti haromszdgnek az M kozéppontbol 2-szeresre nagyitott képe — mert (pl.) A’
az M A egyenesen van —, és M A; = Ay A'-b6l M A" = 2M A;. Eszerint (pl.) B'C’ = 2B, C}. — Hegyesszogii haromszog-
ben az M bels6 pont, ezért tiikorképei az A-t, B-t, C-t nem tartalmazé BC, CA, ill. AB ivre esnek. Az AC'BA'CB’
(konvex) hatszog teriilete 2-szerese az ABC haromszog t teriiletének, mert annédl az ABC', BCA', C AB’ haromszogek
egyiittes teriiletével nagyobb, ez pedig egyenld t-vel, mert tiikkorképeik: ABM, BCM, CAM éppen kitoltik ABC-t.

E hatszognek az A, B, C cstcsokba befuté oldalpérjai egyenldk, mert pl. CA' = CM = CB’, tehét a koriilirt kor
OA’, OB’, OC’ sugaraival val6 felbontéssal teriiletét 3 deltoid teriiletének dsszegeként is elGéallithatjuk:

OA-B'C" OB-C'A" OC-AB
= + +
2 2 2
= T(Blcl + OlAl + AlBl) =rk.

2t = r3101 + ’I”ClAl + TAlBl =

Evvel igazoltuk a bizonyitandé allitést.

Megjeqyzés. Derékszdgti haromszogben M = C = A’ = B’, igy a hatszog elfajul, tompaszogi haromszog esetén
pedig hurkoltta valik.



