(2. k('jzlemény

4. Az Osszegtartomanyra vonatkozo tételek

Az Osszegtartomany fogalmanak hasznositasat a felvetett problémara az itt kdvetkezd két tételnek koszonhetjiik.

I. TETEL. Két korldtos konvex alakzatnak az dsszege is korldtos konvexr alakzat.

BIZONYITAS. Az allitasnak a korlatossagra vonatkozo részét bizonyitando, allapitsuk meg, hogy két kortarto-
manynak az Osszege miféle alakzat. A 8. dbraval kisért meggondolasokra tdmaszkodva azonnal beldthato, hogy egy R
és egy r sugari kor Osszege egy R+ r sugard kor. Ha a K és L kortartoméanyok sugara rendre R és r, tovabba, ha egy
O kezdgpont felhasznalasaval az M Gsszegtartomany adodik, akkor vilagos, hogy a K egy bels6 X pontjanak és az L
egy belsé Y pontjanak megfelel6 Z 6sszegpont az M tartomanynak bels§ pontja. Ha méar most A és B a K, illetve az
L tartomény belsejében helyezkedik el, akkor az O-val szerkesztett A +B = C tartomany, éppen az X, Y, Z pontokra
vonatkozé megallapitas szerint, az M tartomany belsejében helyezkedik el, vagyis val6ban korlatos.

A tétel méasik része azt allitja, hogy A-val és B-vel egyiitt A + B = C is konvex. Ezt bizonyitando6 csak azt kell
igazolni, hogy C tetsz6leges Z; és Zs pontjaival egyiitt a Z; 75 szakasz barmely Z pontja is C-hez tartozik.

Legyen az A és B tartomanyok olyan két-két pontja az X, Ko és Y7, Ys, amelyekre nézve érvényesek az O
kezdGpontra vonatkozo

relaciok.

9. dbra

A 9. dbra OX121Y; és OX2Z5Ys vektorparalelogrammaival szarmaztattuk a Z; és Zy Osszegpontokat. Az abra @
pontjat az OX2QY; vektorparalelogramma szolgéltatja, tehat

0X, + 0Y; = 0G.

(Az Gsszegeket realizalo atlok az dbran nincsenek megrajzolva.)
Az X1 X5 és Y1Ys szakaszokon gy vélasztottuk az X és Y pontokat, hogy azok osztoviszonya egy elSirt A érték legyen:

XX XXo =YY :YYy=X  (A>0).

>
A mondott paralelogrammak parhuzamos oldalait tekintve azonnal belathato, hogy az OY1YYs alakzatot az OXo

vektornak megfelel§ eltolas XoQY ™ Zs-be és az O X1 X X, alakzatot az 5—?1 vektornak megfelels eltolds Y7 Z1 X *Q-ba
viszi at. Ebb6l az is nyilvanvalé, hogy

I/ X*: X'Q=QY":Y*Zy = \.
Innen pedig a Z1QZ> haromszog Z; Z5 oldaldnak
Z1Z : ZZQ =A

osztoviszonnyal definidlt Z pontjara nézve nyomban belathato, hogy az X*, @, Y™ pontokkal egyiitt egy paralelog-
rammat létesit.

1Az 1. kozlemeény 3. lap 7-9 sora igy helyesbitendd: , melyeket négyzet keretben forgatva az alakzatok keriiletét a keret oldalai hézagtalanul
koriilstroljak”.



Minthogy X X™* parhuzamos és egyenlé XoQ-val, ez pedig OY1-gyel, tovabba X*Z parhuzamos és egyenls QY *-gal,
ez pedig Y1Y -nal, kovetkezésképpen az X X*Z, XoQY™ és OY1Y haromszogek egyez6 allasu egybevagd haromszogek.
Ebbdl mar lathato, hogy az X Z oldal is parhuzamos és egyenls az XoY™ és OY oldalakkal. Hasonlé moédon lathato
be, hogy Y Z parhuzamos és egyenlé OX-szel. Tehat az OX ZY idom: paralelogramma. Ebbdl pedig

OX +0Y =07

mér kovetkezik, vagyis a 7175 szakasz A osztoviszonynak megfelels Z pontja valéban C-hez tartozik. Hogyha 0-t6l
fogva folyton és minden hatéron tul novekedik a A értéke, akkor az X, Y és Z pontok rendre leirjik az X7 X5, Y71Y5 és
71 Z szakaszokat. Ezzel be is fejeztiik a bizonyitast.

II. TETEL. Négyzetekkel burkolt konvex alakzatok Gsszege is négyzetekkel burkolt konvex alakzat.
A tételt két tartomanybol képezett Osszeg esetén bizonyitjuk. (A tetszéleges szamu Osszeadando esetét, az itt
kozoltek alapjan, az olvaso is konnyen elintézheti.)

BIZONYITAS. Tamaszkodni fogunk a kivetkezé allitasra, melynek helyes volta a 8. abraval kapcsolatos fejtegetések
alapjan azonnal belathaté. Ha az M és N négyzetek allasa megegyezik, akkor az M + N = S Gsszegtartomany is egy
ugyanolyan allast négyzet; ha e négyzetek oldalhossza rendre m, n és s, akkor m +n = s.

Legyenek A és B négyzetekkel burkolt konvex alakzatok, s legyen a B tartomany egy tetszéleges tamasznégyzete
M, az N pedig A-nak M-mel megegyez6 allast tamasznégyzete (10. abra).
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10. dbra

Legyen az A+B = C Osszegtartomény eldallitasahoz hasznalt O kezdSpont A-nak (kévetkezésképpen N-nek is) egy
bels6 pontja. Vilagos, hogy az O kezddpont hasznéalataval szerkesztett M+ N = S Gsszegnégyzet a C 0sszegtartoményt
magaban foglalja. Ennél tobb is igaz: S a C tartoménynak tdmasznégyzete. A tamasznégyzet fogalmabol ugyanis
kovetkezik, hogy az M tamasznégyzet t oldalan a B tartomanynak legalabb egy pontja van, legyen egy ilyen a T}
pont. Hasonloan az N tamasznégyzet t; oldalan az A tartoméanynak legalabb egy pontja van, legyen egy ilyen a T}
pont. A T, + A = Ay Gsszegtartomany az A tartomanynak azzal az eltolasaval all els, amely O-t a T} pontba viszi. Ez
az eltolas O-nal fogva magéaval viszi az A tdmasznégyzetét is N-ba, az Ay, tamasznégyzetébe. A ¢, tamaszegyenesnek
M-mel ellentett oldalan B-nek nincs pontja, Ag-nak viszont legalabb egy pontja van, mert O belsé pontja A-nak;
éspedig ilyen az Ny, tamasznégyzet ty, tdmaszegyenesének az a Ty pontja, amelyre fennall az

()—ﬂz—l-()—mz:(ﬁkk

relacié. Masrészt tri-nak Nyg-val ellentett oldaldn az Ag-nak nincs pontja. Ezek szerint ¢y az Ay tartomanynak,
kovetkezésképpen a C dsszegtartomanynak tamaszegyenese.

A C tartomény t11, to2, t33, tss tAmaszegyenesei nyilvan egy S tdmasznégyzetet alkotnak, melynek oldala, amint
az az abrabol vilagosan kitinik:

(4) s=m-+n.

Mindezekbd6l mar vilagos, hogy a C tartomany Gsszes tamasztéglalapjai négyzetek, vagyis C valéban egy négyze-
tekkel burkolt tartomany.



Ennek a tételnek az alkalmazasara nyomban mutatunk egy példat. A 3. abra — mondjuk — R szélességii REULEAUX-
poligonja toltse be a B tag szerepét, az A szerepét pedig egy r sugari, vagyis 2r szélességi kortartomany. Most az
A + B = C 06sszegtartomany — minthogy m = R allandd és n = 2r allandé — egy s = R + 2r allando szélességi
tartomany. Ez az Osszegtartomany a 4. abran lathato.

5. Nem egybevago négyzetekkel burkolt alakzatok

Egy ilyen példa mar szerepelt: a négyzet. Nyomban f6lmeriil a kérdés, van-e masfajta négyszog, mely négyzetekkel
burkolhat6 ? Ezzel a kérdéssel kapcsolatban pedig az a még altalanosabb kérdés is kinalkozik, hogy vannak-e négy-
zetekkel burkolt konvex poligonok, s ha vannak, milyen specialis formak esetében kovetkezik be a négyzetekkel vald
beburkolhatosag ?

Azonnal 1atni fogjuk, hogy nem kénnyt kérdések ezek, nem is toreksziink teljességre, csupan néhany speciilis esetre
szoritkozunk, amelyeknek ismeretében (a II. tétel segitségével) tovabbi, tjabb alakzatokat szarmaztathatunk, melyek
négyzetekkel beburkolhatok.

III. TETEL. Hegyessziggel rendelkezd konvex poligon nem burkolhatd be négyzetekkel.

BIZONYITAS. Allitasunk bizonyitasara elegendd azt megmutatnunk, hogy barmely a mondott tulajdonsagokkal
biré P poligonnak van olyan tdmasztéglalapja, amelynek szomszédos oldalai kiilonboz6k. Ha egy konvex P poligonnak
A; csicsa hegyesszogi, akkor azok kozott a tamasztéglalapok kozott taldlunk egy ilyent, amelyeknek egyik cstucsa Ag
(a 11. abran ezt a hegyesszoget w jelzi).

11. dbra

A tételt annak az allitdsnak az igazolasaval bizonyitjuk, hogy van P-nek egy A; cstcspontu tamasztéglalapja.

Ha a P poligon w szogének egyik szardhoz illesztett tamasztéglalap, az A; Ag A3 A4 alakzat nem volna négyzet,
akkor méar nincs mit igazolni. Tegyiik hat fel, hogy ez az alakzat négyzet.

Az w sz6g masik szara, az u félegyenes, metszi az A3 A, szakaszt, mert kiilonben w < 45° lenne, ami azt jelentené,
hogy a tamasznégyzet AsA4 oldalan nincs pontja a P poligonnak, ez pedig a tamasznégyzet fogalmabol kifolyolag
abszurdum. Tegyiik hat fel, hogy u egy B4 pontban metszi a szakaszt (esetleg By = As).

Tekintsiik P ama tamasztéglalapjat, melynek A;-nél levé derékszoge az (uv)<. Vilagos, hogy ez a tamasztéglalap
az « mentén nem lehet a By By-nél rovidebb, és a v mentén nem lehet a By Bo-nél hosszabb; dmde az A, By atfogdju
A1 AyBy és az A1 A atfogdju A; Bo Ay derékszogl haromszogekbdl nyilvan A1 By > Aj Bs; kovetkezésképpen a P
tartomany (uv) derékszoggel meghatéarozott tamasztéglalapja nem lehet négyzet. Tehat a P poligon nem burkolhatd
be négyzetekkel.

A III. tételbdl azonnal kovetkezik, hogy nincs négyzetekkel beburkolhaté hdromszdg; a haromszog ugyanis legalabb
két csticsdban hegyesszogt. Az is nyomban kovetkezik, hagy ha egy négyszognek nem mindegyik szoge derékszog, akkor
négyzetekkel nem burkolhato be; a 360°-o0s sz0gosszegbdl kifolyolag ugyanis, a mondott esetben a négyszog legalabb
az egyik csticsdban hegyesszogi. S6t még a téglalap is elégtelen ahhoz, hogy négyzetekkel legyen beburkolhato, hiszen
a téglalap legkisebb tamasztéglalapja onmaga, igy nem burkolhaté négyzetekkel, ha az oldalai kiilonbozék. Eszerint
négyzetekkel burkolt négyszog nincs mds, mint a négyzet.

Befejezésiil a 12. abran bemutatunk egy négyzetekkel burkolt gorbe hatarvonala konvex alakzatot is.

2Ttt csak az alakjat és az allasat tekintettiik az osszegtartomanynak; ne feledje azonban az olvaso, hogy osszegtartomany képezésének
elsfeltétele egy O kezdSpont megvilasztasa.



12. dbra

A G korlatos konvex tartomanyt a g zart konvex gorbe hatérolja. A gorbe A;, Ao, Az, Ay csucsai négyzetet
alkotnak és g1, g2, g3, g4 egybevago ivekre bontjak a gorbét. Egy-egy ilyen iv barmely pontjaban egy érintGje van az
ivnek. Ha az iv két végpontjaban vett érintdk, pl. az A1 By és A2 B; egyenesek a mondott végpontokat 6sszekotd (itt
pl. A1 As) hirral nem-egyenlSszara haromszoget, egymaéssal pedig tompaszoget (itt pl. Ay By Aa<t-et) zarnak be, akkor
biztos, hogy G négyzetekkel burkolt, de nem &llandé szélességl alakzat.

A leirasbol ugyanis vilagos, hogy G-t kozéppontja, az O pont koriil derékszoggel elforgatva, ajbol a G alakzat
adodik. Igy a derékszogi elforgatassal onmagaba atmend ama négyszog, melynek oldalegyenesei a tq, to, t3 és ty
egyenesek, nem mas, mint négyzet. Ezek a tamasznégyzetek pedig nem mind egybevagok. Az A; pontban ugyanis az
A1 By és A1 By érintSk — az ilyen érintSkre fentebb mondott kirovasok kovetkeztében — gy allnak, hogy

A A1 By<t + Ay A1 B1<t = A1 A9 B1<t + As A1 B1<t < 90°
és
A4 A1 By« 75 As A1 B«

Vilagos, hogy az A1 B, és AjB; egyenes O-t6l valo tavolsaga mas-mas. Ennélfogva az a két tamasznégyzet, melynek
A1 By, illetve A1 By az egyik oldalegyenese, mas-mas nagysagu. (Ezek a négyzetek az 4bran nem szerepelnek.)



