Kezdok (1. osztilyosok) versenye:
1. feladat: a-nak mely értékeinél lesz a 97a> + 84a — 55  kifejezés szamértéke a-nak tobbszorise?

Megoldas: Azt mondjuk, hogy egy ¢ egész szam tobbszorose egy d egész szamnak (vagy, hogy ¢ oszthato d-vel,
vagy d osztoOja c-nek), ha van olyan g egész szam, amelyre ¢ = dg. Oszthatosagi kérdésekben célszert lehet pozitiv
osztokra szoritkozni, vagyis d-rél, vagy esetleg a definiciéban szereplé mindegyik szamroél feltenni, hogy természetes
szam, méaskor viszont éppen forditva, célszerd minden egész szamot megengedni.

Azt a kérdést kell tehat megvizsgalni, hogy milyen a egész szdmokhoz, illet6leg pozitiv egész szamokhoz van olyan
k egész szam, amelyre teljesil a

(1) 97a” + 84a — 55 = ka
egyenlGség. Az a-t tartalmazo tagokat egy oldalra rendezve és a-t kiemelve
(97a + 84 — k)a = 55.

Ezek szerint 55-6t kell két pozitiv egész, ill. két egész tényezs szorzatava alakitani. Pozitiv egész tényezds felbontasok
1-55, 5-11, tovabba a tényezdk felcserélésével keletkezs felbontasok, a tovabbi egész felbontasok pedig ugy keletkeznek,
hogy a pozitiv felbontasok mindkét tényezéjének negativiat vessziik. Igy a kovetkezd pozitiv egész a értékek felelnek
meg: 1, 5, 11, 55, az Osszes egész értékeket tekintve pedig ezekhez negativjaik: —1, —5, —11, —55 jarulnak.

Megjegyzés: Bollobds Béla felvetette azt az altalanosabb kérdést is, hogy a-rél nem tételezve fel, hogy egész, milyen
a értékekre lesz a szoban forgo kifejezés a-nak egész szamszorosa, vagyis milyen (nem feltétleniil egész) a szamokra all
fenn (1) egész k-val. A feladat fogalmazésa ezt az értelmezést is megengedi, ez a kérdés azonban mar nem targyalhato
a fenti mdédon. A kérdés most az, hogy milyen a-kra teljesiil egész k-val a

(2) 97a” + (84 — k)a —55=0
egyenlet. Itt k£ akkor és csak akkor egész, ha a 84 — k = [ szam egész. Ezt a jelolést bevezetve az

o —1+VI% + 21340
B 194 ’
szamok és csak ezek felelnek meg a felvetett kdvetelményeknek.

(1=0, +£1, +2, ..))

2. feladat. Potoljuk a hidnyzo szimjegyeket az alabbi osztdsban:
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Megoldas: Az utolso részletszorzathol lathato, hogy az osztonak, amely 3 jegyi, 8-szorosa is haromjegyt, tehat
az oszto kisebb, mint 1000/8 = 125.
Az els6 részletszorzat négyjegyd és utolso jegye 5. Utobbibol kovetkezik, hogy az osztd utolsd jegye 5, el6bbibdl

pedig az, hogy a hanyados els6 jegye 9 (mivel az oszté 8-szorosa még 3 jegyt) és az 0szto6 legalabb 1000/9 = 1115.

A harom megallapitasbol egyiitt kovetkezik, hogy az oszto csak 115 lehet.

A masodik részletszorzat 3 jegyt és elss jegye 9, igy a hanyados méasodik jegye 8, mert az osztd 9-szerese 4 jegyt,
7-szerese pedig 900-nal kisebb.

Az o0szt6 és a hanyados ismeretében a még ismeretlen jegyek mar megallapithatok:

113620 : 115 — 988
1035
1012
920
920
920

3. feladat. Fusson végig a P pont az ABCD négyzet keriletén. Legyen Q a siknak eqy olyan régzitett pontja,
amely nincs rajta a négyzet egyik oldaldn sem. Legyen PQR egyenld oldalid hdromszdg. Mi az R pontok mértani helye?

Megoldas: A PQ szakasz folé két szabalyos haromszog irhato, amelyeknek PQ kozos oldala. Ha egy szabélyos
haromszog egy csicsa koriil az egyik oldalat megfelel6 iranyban 60°-kal elforditjuk, akkor ez a cstcsbol indulé méasik
oldalt fedi. Ha az utobbi oldalt akarjuk az el6bbivel fedésbe hozni, ezt az els6 forgatassal ellentétes irdnyta 60°-os
elforgatassal érhetjiik el.



Legyen a PQ szakasz folé rajzolhatd két szabalyos haromszog PQR; és PQRs a betilizést agy valasztva, hogy
QP-t QR;-be pozitiv (az 6ramutaté jarasaval ellentétes), Q Ro-be pedig negativ irdnyban lehessen 60°-os elforgatassal
beleforgatni.

Ekkor az Ry pontok is, az Ry pontok is egy-egy ABC D-vel egybevagd négyzetet, A1 B1CqD1-et, ill. A3 BoCyDo-t
fogjak befutni egyszer, mig P végigfut az ABCD négyzeten. Ez a két négyzet ugy keletkezik az adottbol, hogy ezt Q
koriil 60°-kal elforgatjuk pozitiv, illetGleg negativ iranyban.

Valoban, az ABC D négyzet barmely P pontjat @ koriil 60°-kal elforgatva pozitiv irdnyban egyrészt az A; B1Cy D
négyzet egy R; pontjat kapjuk, masrészt viszont R; az elmondottak szerint a PQ-ra rajzolhaté szabalyos haromszog
egyik csticsa. Forditva, ha az Ay B1C1 D, négyzet egy Ry pontjat forgatjuk el @ koriil negativ iranyban 60°-kal, akkor
egyrészt az ABCD négyzet egy P pontjaba jutunk vissza, mésrészt PQR; olyan szabélyos hiaromszog, amelyben a
QP oldal @ koriil pozitiv irdnyi 60°-os elforgatassal hozhatd @ R1-gyel fedésbe. Ugyanez all pozitiv és negativ forgatas
felcserélésével az Ao BoCo D négyzetre vonatkozodan is. Ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Megjegyzések: 1. Az ABCD négyzet semmilyen tulajdonsaga nem szerepelt meggondolasainkban, igy barmilyen
sikidom pontjain is futtatjuk végig P-t, a feladatban leirt eljarassal a sikidomnak ) koriil pozitiv és negativ iranyban
60-60°-kal elforgatott képét kapjuk mértani helyiil.

2. Meggondolasaink abban az esetben is érvényesek, ha @ a négyzet (illetSleg az adott sikidom) egy pontja, kivéve ha
P egybeesik Q-val, amikor szabalyos haromszog nem alkothaté. Ez esetben célszert ,elfajult szabalyos haromszog"-nek
tekinteni egy pontot (mely a haromszog harom egybeess csicsa).

Haladok (II. osztdlyosok) versenye.

1. feladat. Egy hatjegyd négyzetszamot kétjegyd részekre vigva megdllapitjuk, hogy az utolsé kétjegyd szam meg-
eqyezik a kézépsd kétjeqyd szdmmal, mig az elsd kétjegytd szam a kizépsd kétjegyi szamot 100-ra egésziti ki. Melyik ez
a négyzetszam?

I. megoldas: A keresett négyzetszamot n’-tel jellve feltehetjiik, hogy n pozitiv egész, mert egy szamnak és a
negativjanak ugyanaz a négyzete. Mivel n? hatjegyt, igy

317 < n < 999.



Az n? utolsé két jegyébdl alakitott szamot a-val jelolve, a feladat feltételei szerint
n? =10 000(100 — a) + 100a + a = 1 000 000 — 9899a.
Itt 9899 torzstényezss felbontasa 19 - 521 s igy az utolso tagot fejezve ki a nyert egyenletbdl
(1) 19-521a = 1 000 000 — n? = (1000 + n)(1000 — n).

Tudjuk, hogy egy szorzat csak tugy lehet oszthatd egy torzsszdmmal, ha méar valamelyik tényez6 is oszthatd a
torzsszdmmal. Ezt az 521-re alkalmazva az els6 tényezGre

1317 £ 1000 + n < 1999,

s igy csak akkor lehet 521-gyel oszthatd, ha 3-521 = 1563-mal egyenls; a masodik tényezd pedig csak gy, ha 521-gyel
egyenls. Az elsé esetben

(2) n = 563 n? = 316 969

kielégiti a feladat feltételeit, a masodik esetben a = 479, 1000 + n = 1479 = 3 - 17 - 29 nem oszthatd 19-cel, s igy (1)
nem teljesiilhet. A feladatnak tehat egy megoldéasa van, a (2) alatti.

Megjegyzés: Néhanyan a négyzetszam elsé két jegyébdl allo b szambol indultak ki. Az erre nyerhets n? = 9899b +
10 100 egyenletbdl legfeljebb akkor sikeriil tovabbi kovetkeztetéseket levonni, ha észreveszi valaki, hogy 10 100 egy
négyzetszam és egy 521-gyel oszthatd szam Osszegére bonthatd:

10 100 = 16 - 521 + 422

s igy
(n+42)(n —42) = 521(19b + 16).
Ez az észrevétel azt mutatja, hogy néha még a jelolések szerencsés megvalasztasa is lényeges lehet egy feladat
megoldasaban.
Tobben abboél indultak ki, hogy mik fordulhatnak el6 négyzetszam utolsé két jegyeként, de szintén nem jutottak
eredményre. Kétségteleniil hosszadalmasabb ez az Gt a fenti megoldasnal, de jarhat6, mint a koévetkezé megoldas
mutatja:

II. megoldas: Egy szam négyzetének utolsd két jegye csak a szam utolsd két jegyétdl fligg, més szoval, ha két
szam 100-zal oszthat6 szamban kiilonbozik, akkor a négyzetiik is, mert

(100a + b)* = 10 000a? + 200ab + b> = 100(100a + 2ab) + b>.

Elég tehat a 0-t6l 100-ig terjedS szamok utolsd két jegyét vizsgalni. De mar a 0-tdl 50-ig tart6é szdmok végzSdése is
kiad minden végzidést, 50-en foliil csak ismétlédnek sorra ugyanazok a végzédések, mert

(50 4+ a)® = 2500 4 100a + a® = 100(25 + a) + a?,

s6t mar 50-ig is parosan fordulnak el6 a végzddések: a 25-re szimmetrikusan elhelyezked6 szamok négyzetének utolso
két jegye megegyezik. Valoban egy = szdmmal a 25-re nézve szimmetrikusan az 50 — x szam helyezkedik el és

(50 — a)® = 2500 — 100a + a® = 100(25 — a) + a>.

A négyzetszamok lehetséges végz&déseit (utolso két jegyét) tehat megkapjuk, ha 0-t6l 25-ig nézziikk meg a szamok
négyzetének utolso két jegyét. Igy a kovetkezs vegzodeések adodnak:

00 01 04 09 16 21 24 25 29 36 41 44 49 56 61 64 69 76 81 84 89 96.

Ezek mindegyikéhez elkészithetjiik a feladatban leirt szamot és négyzetgyok-vonassal eldonthetjiik, hogy az négyzetszam-
e vagy sem. Valamivel azonban még megkdnnyithetjiik a szamolast: Egy paros szam négyzetének 2 paros hatvanyaval,
egy 3-mal oszthaté szam négyzetének 3 paros hatvanyaval kell oszthatonak lennie. Ismeretes, hogy minden pératlan
szam négyzete 8k + 1 alakd. Konnyen beldthatd, hogy 3-mal nem oszthatd szam négyzete mindig 3k + 1 alakd, tehat
négyzetszam 3k + 2 alakt nem lehet és hasonlé megszoritdsokat megallapithatunk mas primszamokkal kapcsolatban
is.

A felsorolt végzidések elsGje és utolsdja elesik, mert azokhoz képezve a feladat kikotéseit teljesitd szamot nem
6-jegyd szamhoz jutunk. A 01-hez, 09-hez, 25-h6z, 41-hez, 49-hez, 81-hez és 89-hez tartozo szamok 8-cal osztva 5-0t
adnak maradékul és igy nem lehetnek négyzetszamok, a 24-hez és 56-hoz tartozé pedig azért nem, mert 8-cal oszthato,
de 16-tal nem. A 3-mal, illetGleg 9-cel valo oszthatosagot nézve a 04-hez, a 16-hoz, 61-hez és a 76-hoz tartozo szamok
3-mal osztva 2-t adnak maradékul, a 29-hez és a 64-hez tartozé szam pedig oszthato 3-mal, de 9-cel nem, tehat ezek



sem négyzetszamok. A maradé szamok koziil a 21-hez tartozd oszthatoé 11-gyel, de 121-gyel nem, a 36-hoz tartozo
pedig oszthato 7-tel, de 49-cel nem. A marado6 hérom szambol (a 44-hez, 69-hez és 84-hez tartozobol) négyzetgyokot
vonva ezdton is azt taladljuk, hogy a 316 969 szam az egyetlen, amelyik megfelel a feladat feltételeinek.

2. feladat. Egy turista csoport A-bol B-be autdbuszon akar eljutni, azonban csak egy olyan autébusz dll rendelke-
z€sére, amely eqyszerre a tdrsasdgnak csak egynegyed részét képes felvenni, és nincs elég idd arra, hogy egymds utdn
szdllitsa el ket A-tol B-ig.

Ezért a tdrsasdg egyszerre indul el, mégpedig egynegyed része autdbuszon, a tobbi gyalog. Az autébusz az elsd
csoportot valahol az it kézbeesd pontjdn teszi le, majd visszafordul, felveszi a tdrsasdg mdsodik negyedét, de dket sem
szdllitja végig, hanem visszatér a harmadik csoportért, majd hasonlo modon a negyedikért, amelyet végul B-ig szallit.
A szdllitdst gy bonyolitjdk le, hogy mind a négy csoport egyidejileg érkezik B-be.

Feltéve, hogy mind az autébusz, mind a gyalogosok sebessége dllando €s az autdbusz sebessége a gyalogosok sebes-
ségének T-szerese, a turistdk dtjuk hdnyadrészét teszik meg autdbuszon, ill. gyalog? Hdnyszor annyi iddre lett volna
sziikség az ut megtételéhez abban az esetben, ha az autébusz mind a négy csoportot A-tol B-ig szdllitja?

Megoldas: Mind a négy csoport egyszerre indul és egyszerre érkezik meg. Ez csak dgy lehet, ha mind a négy
csoport ugyanakkora utat tesz meg autébuszon és mind a négy csoport egyenld hosszu szakaszon gyalogol.

Jeloljiik egy csoport autobuszon megtett utjat I-lel. Ekkora gyaloglé turistak [/7 hosszusagu utat tesznek meg,
amig az autobusz az els6 csoportot leteszi, majd a gyalogosokkal valo talalkozésig a koztiik levs 61/7 hosszi utbol
7-szer annyit tesz meg a busz, mint a gyalogosok, vagyis ennek az utszakasznak hét nyolcad részét, 31/4 tavolsagot. A
méasodik csoport igy [/4 utat tesz meg az autobuszra széllasig, a harmadikra tovabbi [ /4, a negyedikre pedig Osszesen
31/4 at megtétele utan keril sor, a csoportok tehat 3//4 utat tesznek meg gyalog és [ utat autobuszon, vagyis az egész
it harom hetedén gyalogolnak és négy hetedét teszik meg autébuszon.

Az autébusz a B-be érkezésig négyszer tett meg [ hosszusagu utat B felé és haromszor 31/4 hosszusagu utat A felé,

tehét Osszesen 9] 25
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hosszusagu utat tett meg, mig ha mindenkit A-t6l B-ig szallit, akkor négyszer B felé és haromszor vissza A-ba a teljes
71/4 hosszusagu utat, tehat Osszesen 491/4 hosszusagu utat kell megtennie. Ehhez 49 /25-sz0r, tehat majdnem kétszer
annyi id6re lenne sziikség.

A tararol grafikont készitve — a vizszintes tengelyen az utat, a fligg6legesen az id6t tiintetve fel — az egymaés utani
csoportok mozgasit az AP, C, AQ1P>C, AQ2P3C, AQ3C vonalak abrazoljak, az autobuszét pedig AP, Q1 P2Q2P3Q3C.

3. feladat. Adott az A1 B1C1 hegyesszigi hdromszdg. Szerkesztendd az ABC hdromszig azzal a feltétellel, hogy az
Ay pont a BC oldal folé kifelé rajzolt szabdlyos hdromszog csicspontja, hasonléképpen a By és Cy pont a CA és AB
oldal folé kifelé rajzolt szabdlyos hdromszog csucspontja.

I. megoldas: Szerkessziik meg el6szor valamely ABC haromszoghoz az A1 B1Ch haromszoget (1. dbra), majd az
igy nyert abrat probaljuk meg dgy kiegészitenihogy a szerkesztést visszafelé is elvégezhessiik.



7: dbra

A szabélyos haromszogek mindegyik szoge 60°-os, ezért célszertinek latszik 60°-os elforgatasokat alkalmazni. For-
gassuk pl. az abra CqBA; haromszogét a C; pont koriil befelé (pozitiv értelemben), ekkor a 60°-os elforgatassal a
B pont az A pontba keriil, az A; pont elforgatott helyzetét jeloljiilk Bo-vel. Miutan BA; szakasz 60°-kal fordult el,
parhuzamos helyzetbe keriilt BC-vel, és tekintve, hogy egyenls is vele, ezért a BC By A négyszog paralelogramma. Ha
most a C1 ABy haromszoget forgatjuk el ugyancsak befelé (eztttal negativ értelemben) a Cy pont koril, a BAC A,
paralelogrammat nyerjiik (As-vel By pont elforgatott helyzetét jeloltiik). Miutan a két paralelogramma kozos oldala
AB, egy tovabbi kozos csucsuk C, igy az As, By és C pontok egy egyenesbe esnek és C az Ay By szakasz felezGpontja.
Ay és By az adatokbol megszerkeszthets, tehat ezekkel egyiitt C pont is, végiil ugyanezzel az eljarassal, amivel C-t
nyertiik, megszerkeszthetjilk A-t és B-t. A szerkesztéssel arra jutunk, hogy a keresett ABC haromszog csucspontjai
az A1 B1C1 haromszog oldalai f6lé befelé rajzolt szabalyos haromszégek harmadik csticspontjai altal alkotott Ao BoCy
haromszog oldalainak felezé pontjai.

A szerkesztés szerint a kittizott feladat latszolag minden esetben egyértelmiien megoldhat6. Ennek ellentmond a 2.
abran bemutatott helyzet, amellyel az A; B1C1 haromszéghdl kiindulva kapunk ugyan ABC haromszoget, de Ay, By
és C1 nem az oldalakra kifelé, hanem a befelé rajzolt szabalyos haromszogek harmadik csdcspontja.

2. abra

Ezen az dbran azonban az A; B1C; haromszog nem hegyesszogi; vegylik észre tovabba azt is, hogy az A3 BsCy
haromszog koriiljaréasi értelme ellentétes az Ay B1C1 haromszogével.

Bizonyitas nélkiil megjegyezziikk a kovetkezsket. A feladat megoldhatosdganak az a feltétele, hogy az A; B1Ch
haromszog oldalai f6lé befelé rajzolt szabalyos haromszogek harmadik csicsai altal alkotott As BoCy haromszog koriil-
jarasi értelme megegyezzék az Ay B1Cy haromszog koriiljarasi értelmével. (ABC koriiljarasi értelme mindig megegyezik
A BoC5 koriiljarasi értelmeével.) Az eredeti értelmezés szerint sohasem kapunk megoldast, ha az A; B;Cy haromszognek
van 120°-osnal nagyobb szoge, és a fennmarado esetekben mindig kapunk megoldést, ha az A; B1C; haromszognek
nincs 30°-osnal kisebb szoge.

II. megoldas: A keresett haromszog C csucsat pl. az jellemzi, hogy alkalmas irdnyban (C-t6l A felé) B; koriil
60°-kal elforgatva, majd C koriil ugyanilyen irdnyban 60°-kal forgatva és végiil A; koriil ugyancsak 60°-kal elforgatva
visszakeriil eredeti helyzetébe.



Megmutatjuk, hogy ha ugyanezeket a forgatasokat a sik egy tetszés szerinti P pontjara alkalmazzuk, akkor a pont
a kiindulési helyzetébdl a masodik forgatas utani helyzetbe atvihets egy alkalmas pont koriili 120°-os forgatassal, a
harmadik forgatas utani helyzetébe pedig egyetlen alkalmas 180°-os forgatassal, ahol ezek a forgatasok egy-egy csak
az Ay, By és Cy pontoktol fiiggs kozéppont koriil torténnek.

A bizonyitashoz azt fogjuk felhasznalni, hogy egy K pont koriil a szoggel torténd elforgatas eredményét ugy is
megkaphatjuk, ha hizunk a K ponton at tetszés szerint két egyenest, t1-et és to-t ugy, hogy a t1-t6l a te-ig a forgatas
irdnyaban «/2 nagysagu szog legyen és minden pontot tiikroziink elGszor t1-re, azutéan to-re. Forditva: két ilyen tiikrozés
eredménye egy K koriili o nagyséagu elforgatassal is megkaphato (3—4. abrak).

4. dbra

A B koriili forgatast allitsuk el ugy két tiikkrozés segitségével, hogy a masodik tiikrozés to tengelyéiil a B1Cy
egyenest valasztjuk, a Cy koriili forgatéast pedig tgy, hogy az elsé tiikrozés t] tengelyéiil valasztjuk By Ci-et (5. dbra).

8 . tet; G

5. dbra

Ekkor egy tetszés szerinti pont a kétszeri forgatas utdn ugyanoda keriil, mintha tiikrézziik a pontot ¢;-re, a kapott
pontot to(= B1Cy)-re, az igy nyert pontot ) (= B1C1)-re, majd az jabb tiikorképet to-re. A B;C} egyenesre torténd
kétszeri tiikkrozés azonban visszaviszi a pontot az e tiikrozések el6tti helyzetébe, s igy az elsd két forgatas eredménye
ugyanaz, mintha tiikrozziik a sik pontjait ¢1-re, majd t5-re. Ennek a két tiikrozésnek pedig ugyanaz az eredménye,
mintha a két egyenes O; metszéspontja koriil végziink (t1,t,) = 60° kétszeresényi, azaz 120°-os elforgatast. Ezutan
még A; koriil kell 60°-kal forgatni.

Ezeket a forgatasokat is allitsuk el6 tiikrozésekkel tgy, hogy két egymasutant tiikrozés tengelye O A; legyen. Ekkor
az O1-en atmend elsé tiikrozési tengelyhez t-hoz 60°-kal kell elforgatva lennie O A;-nek, az Aj-en d&tmend masodik



tiikrozés t5 tengelye pedig 30°-kal lesz elforgatva O; A;-hez képest. A négy egymésutani tiikrozés — és ezzel egyiitt a
By, Cy, majd A; koriili 60°-o0s elforgatasok — végeredmeénye ekkor ugyanaz, mintha tiikroziink a t] egyenesre, azutén
t3-ra. E két egyenes metszéspontjat Oz-vel jelolve 410102 egy 30°, 60°, 90°-o0s szogekkel rendelkezs haromszog, igy a
harom forgatas egymésutéani elvégzésével minden pont ugyanoda keriil, mintha O, koriil forgatnank el 180°-kal, azaz
tiikréznénk az Os pontra.

Azt a C pontot kerestiik, amely a targyalt 3 forgatas, vagy ami ugyanarra az eredményre vezet, az Os-re torténé
tiikrozés utan eredeti helyére keriil vissza, ilyen pont pedig egyediil O,. A fenti gondolatmenet szerkesztési eljarast is
ad C' = Oy megszerkesztésére. Az ABC haromszog tovabbi csicsai ugyanezen a modon szerkeszthetdk, vagy megszer-
keszthetjiik C' ismeretében a BC Ay és CAB; egyenl$oldalu haromszogeket.



