Kezddk (1. osztélyosok) versenye.
1. feladat.

Megoldas: Jeloljiik az els6 és masodik kétjegyd szam tizeseit a-val, az els6 szdm egyeseit b-vel, a masodik szam
egyeseit c-vel.
A fenti szamitasi mod akkor helyes, ha a

(10a + b)(10a + ¢) = 10a(10a + ¢ + b) + be
egyenléség azonossdg. Ez azonban igaz, mert mindkét oldal rendezett polinom alakja
100a” + 10ab + 10ac + be.

Megjegyzések: 1. A (10a + b)(10a + ¢) és a 10a(10a + ¢ + b) + be kifejezések egyenlGségét (tetszéleges nem negativ
a, b, ¢ esetén) szemléltetni is tudjuk.
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Az abréan lathato 10a + b és 10a + ¢ oldalu téglalap teriilete az els6 kifejezést adja. A 10a és 10a + b 4 ¢ oldala
téglalap teriilete az elsg téglalap teriileténél (a csikozott téglalapok egybevagosiga miatt) éppen egy b és ¢ oldala
téglalap teriiletével kevesebb.

2. A szamolasi eljaras valtozatlanul hasznalhato, ha két olyan egyenls nagysagrendii t6bbjegyd (esetleg tizedesjegyet
is tartalmazo) szamot szorzunk Ossze, amelynek els6 szamjegye vagy jegyei egyenlSk. Ha a két szamnak ezt a kozos
részét jeloljiik 10a-val, a maradék részeket b-vel, illetve c-vel, a bizonyitas valtozatlan marad. — Ez a szamolasi mod
tobbjegyl szdmoknal persze nem mindig jelent szamitasi konnyebbséget.

2. feladat.

I. megoldas: A betiizést az 1. dbra mutatja.

1. dbra

Thales tétele miatt az AEC'K — és ezért mellékszoge, a CEB< is — derékszog. A DE és DC' szakaszok egyenlGek,
mert D-bgl a korhoz huzott érintGszakaszok; ezért az EDC haromszog egyenls szard, vagyis az EC' alapon fekvd két
(egy ivvel jelzett) szoge egyenls. Ebbol kovetkezik, hogy az F.D B haromszog két (két ivvel jelzett) szoge egyenls, mert
mindegyik az el6bbi két szog egyikét 90°-ra egésziti ki. Mivel egyenld szogekkel szemben egyenls oldalak vannak egy
haromszogben, az £ DB haromszog egyenls szari.

II. megoldas: Forgassuk el az AEC derékszogl haromszoget az E cstcs koriil 90°-kal gy, hogy az EC oldala az
E B egyenesre keriiljon (2. dbra).



2. dbra

A haromszog FA oldala igy EC-re keriil, a félkor O kozéppontjabol kiindulé OF sugar pedig a ra merdleges ED
érintére. Igy kapjuk az A’ EC’ haromszoget. Mivel BC' meréleges az AC befogora, az ennek 90°-os elforgatasaval
keletkezs A'C’-vel parhuzamos lesz. Az EO’'C’ haromszog két oldala a félkdr sugaraval egyenld, s igy E-nél és C'-nél
levs két szoge egyenls. De OB és A'C’ parhuzamossiga miatt ugyanekkora az EBD szog is. Az EBD haromszog
E-nél és B-nél levs szogei tehat egyenld nagysagaak, s igy két oldala: ED és BD valéban egyenls egymassal.

II1. megoldas: A DEB és DBE szogek egyenlGségét masképpen is belathatjuk.

A DEB< cstcsszoge (az AE hur és az E-ben huzott érints szoge) a kor AE ivén nyugvo keriileti szg (1. abra).
A DBE szbggel egyenls ACE szdg (merdleges szart hegyesszogek) szintén az AE iven nyugvo keriileti szog. Igy az
ezzel a két szoggel egyenls DEB és DBE szogek is egyenlSk egymassal.

3. feladat.
I. megoldas: Jeloljik OB-nek, ill. OC-nek az AD-vel valé metszéspontjat Bi-gyel, ill. Cq-gyel (1. abra).

1. dbra

A korivet harmadolé pontokhoz htzott sugarak az O-nél levé kozépponti szoget is hdrom egyenld részre osztjék.
Huzzuk meg a CB; szakaszt. Az igy keletkezett OC By haromszog egybevagd az OAB;, haromszoggel, mert annak
O B-re vonatkozo tiikkorképe, ugyanis az OA és OC sugarak egyenl$ szoget zarnak be OB-vel.

Ha megmutatjuk, hogy a B1C1C haromszdgben a C1-nél levs szog tompaszog, s igy a haromszog legnagyobb szoge,
ebbdl kévetkezni fog, hogy B1C a haromszog leghosszabb oldala; ennek kovetkeztében By Ch kisebb By C-nél, tehét az
utobbival egyenlé AB;-nél is. A két sugér a hurt ezek alapjan nem osztja egyenld részekre.

A B, C1C szbg azonban az egyenls szaru O B1C haromszog két egyenls szoge koziil az egyiknek, tehat mindenkép-
pen egy hegyesszognek a kiegészits szoge, s igy valoban tompaszog. Ezzel, mint lattuk, a feladatot meg is oldottuk.

Szimmetria okokbol vilagos, hogy a C1 D szakasz az AB;-gyel egyenld.

II. megoldas: Jeloljik ismét Bi-gyel és Cy-gyel az OB és OC korsugarak metszéspontjat az AD harral (2. abra).



2. dbra

Az OB sugar az ABC sz6g szogfelezGje, ABB1<t = B1BC<. Az AOD sz6g szogfelezGjére a By és Cy, valamint a B
és C pontok tiikros helyzettiek, igy B1C; parhuzamos BC-vel, tehat By BC< = OB1C1<. Az utébbi szog csucsszoge:
AB B sz0g eszerint az ABB; szoggel egyenls. Az AB By haromszog tehat egyenls széra, s ezért AB; = AB. Az AB
mint ugyanakkora kozépponti sz6ghoz tartozo har a BC huarral egyenls. A BOC' szog szarait metszé B1C1 és BC
parhuzamos szakaszok koziil a tavolabbi BC' a hosszabb. Igy az utébbival egyenlé AB; szakasz hosszabb, mint B;C}.

Megjegyzések: 1. Azok szdmara, akik mar ismerik egy haromszog szogfelez§jének osztasaranyéara vonatkozo tételt
(4lt. gimn. II. oszt. tananyag), kozoljiik a feladatnak kovetkezs egyszeri megoldasat.
Az OAC, haromszognek az OB, szogfelezGje. A szogfelezdk osztasaranyara vonatkozo tétel alapjan

ABl : BlC'l = AO : ClO

Mivel C; 0O feltétleniil kisebb, mint a kor sugara, ami AO-val egyez6 nagysagu, ezért AB; és B1C; kozil a B1C1 a
kisebb.

2. Ha a bizonyitottakkal ellentétben az ivet harmadol6 sugarak az ivhez tartozé hurt is harmadolnak, ez lehetGséget
adna egy sz0g harmadolasara korzdvel és vonalzoval, ami pedig lehetetlen (1. pl. Kézépisk. Mat. Lapok XIV. két. 4. és
5. sz. 97-107. és 129-134. 0.). — Sok versenyzs a szogharmadolés lehetetlenségére hivatkozva cafolta meg a keletkezs
szakaszok egyenlGségét. Ez a megoldas természetesen jo, de a fenti bizonyitasoknal dsszehasonlithatatlanul nehezebben
bizonyithaté, mélyebben fekvs tételt hasznal fel egy ilyen egyszertd feladat megoldasara.

Lukacs Ottd, Scharnitzky Viktor

Haladok (I1. osztéalyosok) versenye.
1. feladat.

I. megoldas: A feladat feltételei szerint a, b és ¢ ugyan ismeretlenek, de fennéllnak koztiik bizonyos (ismertnek
feltetelezett) m és n értékkel az
b+c b ct+a
a = N =

m n

Osszefiiggések, és meg kell hatarozni az a + b ardnyat c-hez. E célbodl kiséreljiik meg a-t és b-t kifejezni c-vel. Az
egyenleteket igy irhatjuk:

(1) ma—b=c¢, —a+nb=c.

Innen b-t, illetSleg a-t kikiiszobolhetjiik, ha az els egyenlet n-szeresét a masodikhoz adjuk, illetSleg az els6 egyenletet
a masodik m-szereséhez adjuk:

(2) (mn—1a=Mn+1)c, (mn—1b=(m+1)c
e kettd Osszegébdl, ha mn # 1, a keresett arany

a+b_m+n+2
c  mn-—1"

Ha mn =1, de m és n koziil valamelyik nem —1, akkor a (2) egyenletekbdl kovetkezik, hogy ¢ = 0, s igy ez esetben
a kérdésnek nincs értelme.
Ha végil m = n = —1, akkor mindkét (1) alatti egyenlet az

a+b+c=0
egyenletbe megy &t, és innen, ha ¢ # 0,

a+b
=

-1




adodik.

Megjegyzés. A feladat megoldéasat az tette lehet6vé, hogy az a, b, ¢ ismeretlenekre csak két elséfoku egyenlet all fenn,
és ezekben nem fordul el6 az ismeretlent nem tartalmazo tag. — Az ilyen egyenleteket homogén els6foku egyenleteknek
szokas nevezni. — Egy ilyen egyenletekbdl all6 egyenletrendszernek mindig megoldasa a csupa 0-bol 4ll6 értékrendszer.
Ha van ettdl kiilonboz6 megoldas (és esetiinkben van, mert kevesebb az egyenlet, mint az ismeretlenek szama), akkor
az egyenletrendszer legfeljebb valamelyik ismeretlennek a tobbihez valé aranyait hatarozza meg (ezt sem foltétleniil

a b
egyértelmtien). Esetiinkben pl. lényegében az — és — aranyokat hataroztuk meg.
c ¢

II. megoldas: Jeloljiik a keresett ardnyt x-szel, akkor m, n és x kozott keresiink egy (a-tol, b-t6l és c-t6l fiiggetlen)
Osszefiiggést. Ha ez sikeriil, abbol x-et mar kifejezhetjiik. Az m, n és x-re fennall

b b
(1) m = —|—c7 n:c—il;aj x:a+.

a

C

Az egyenletek szimmetridjat a, b és c-ben még vildgosabba tehetjiik, ha mindegyik egyenléséghez hozzaadunk 1-et:

b b b
m41=dtore oy oefbdke oy _afbte
a b
Innen, ha m, n és x egyike sem —1, akkor
1 1 1 a+b+c

)

m+1+n+1+x+1_a+b+c_

amibdl z-re az
m-+n+2

mn — 1

érték adodik, ha mn # 1.
Ha mn = 1, akkor az (1) alatti els6 két egyenlet szorzatabol

- ab + c(a +b) + c? 14 cla+b+c)
ab ab
Innen, mivel feltettiik, hogy a, b, ¢ egyike sem 0, kovetkezik, hogy
(2) a+b+c=0,
s igy
m=n=xz=—1.

Ugyancsak a (2) egyenlethez jutunk, ha m, n és x koziil csak egyrol tessziik fel, hogy értéke —1.
2. feladat.

I. megoldas: A megoldok egy része szamitédssal igazolta az allitas helyességét. Bemutatunk egy ilyen megoldast.
Legyen a P pont tavolsaga az AB és C'D oldaltol m, ill. n (1. abra).

1. dbra

Az APCP’ paralelogramma, t teriiletét megkapjuk, ha az ABC D paralelogramma teriiletéb6l elhagyjuk az ABCP’
és APC D négyszogek teriiletét.

Az utébbi két teriilet egyenld, mert az idomok egymas tiikorképei az ABC D paralelogramma kozéppontjara nézve,
igy elegendd pl. az APC D négyszog teriiletének kétszeresét vonni le. Ezt a négyszoget az APT és PC'S haromszogekre,
tovabbéd a PSDT paralelogrammara bontva, azt kapjuk, hogy

t=AB-(m+n)—AQ -m—QB-n—2AQ -n=(AQ + @B)(m +n)—
—AQ -m—QB-n—2AQ -n=QB -m— AQ - n.



igazoltuk a feladat allitasat.

paralelogrammaét.

Itt a kisebbitend6é a PRB() paralelogramma teriiletét, a kivonandé pedig a PSDT paralelogrammaét adja. Ezzel
Megjeqyzés. Az dbran P az AC'D haromszogben van. Ez esetben az APC D négyszog konkav. Ha az ABC harom-

tunk két utat.

szogben levé P pontbol indulunk ki, akkor szamitasunk negativ jellel adja a kiszdmitandé paralelogramma teriiletét,
annak megfelelen, hogy az emlitett négyszog ez esetben konvex, és tiikorképével egyiitt kétszeresen fedi az APC P’

Szamitas nélkiil, kozvetleniil is belathato a feladatban szerepld teriiletek egyenlGsége. A kovetkezGkben erre muta-
R’ és Q' pontban.

II. megoldas: Hizzunk P’ ponton 4t AB-vel és BC-vel parhuzamos egyenest, és messék ezek BC-t, ill. AB-t az

Az APCP' paralelogrammat koriilzaré két konkav négyszog egyikét, pl. az AP'CB négyszoget vagjuk szét az
AP'Q" ¢s P'CR' haromszogre, valamint a P’ R'BQ’ paralelogrammara (2. abra).

o //4, ////\\\
A [
2. dbra
Fedjiik le az AP'Q’ haromszdggel a PC R haromszoget. (AP'Q'A = PCRA, mert AP’ = PC és a két haromszog
szogei egyenldk.) Tovabba a P'CR’ haromszoggel lefedjiik APQ haromszoget, a P'R'BQ’ paralelogramméval pedig a
PT DS paralelogrammat (3. abra).

3. dbra
kétszeresen fedett a PSDT paralelogramma. Ezért

Ezek utan az ABCD paralelogrammabol a két konkav négyszoggel lefedetlen marad a PRB(Q paralelogramma,
Tapcpr =TprBQ — TPspT

III. megoldas: Messe a TR egyenes az AC atlot a P° pontban. Hazzunk P° ponton &t AD-vel parhuzamos
egyenest, mely AB-t Q°-ban, CD-t pedig S°-ban metszi (4. abra).
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Kimutatjuk, hogy az APC P’ paralelogramma teriilete egyenls a QQ°S°S paralelogramma teriiletével, és ugyanezzel
egyenlé a PQBR és PSDT paralelogrammak teriiletének kiilonbsége is.

PP°CA teriilete fele a PP°S°S paralelogramma, teriiletének, mert PP° oldaluk és ehhez tartozé magassaguk
megegyezik. Hasonlé okbol PP°AA teriilete fele a PP°(Q°(Q paralelogramma teriiletének. Eszerint az APC P’ parale-
logramma teriilete, mely az APCA teriiletének kétszerese, valoban egyenls a QQ°S°S paralelogramma teriiletével.

Ismeretes tovabba, hogy

Tpogopr = Tpo@oBR-

Tpesepr =Tpspr + TPososp,
és
TPOQOBR == TPQBR — TPOPQQO.
E harom egyenlet alapjan
Tprger —Trspr = TpPosesp + Trorqe = Tqeses,
és ezzel allitasunk masodik részét is bebizonyitottuk.
Ha (az abratol eltéréleg) a P pont az ABCA belsejébe esik, akkor az el6bbi gondolatmenettel arra jutunk, hogy

TAPCP, = TQQOSOS = TPSDT - TPQBR'

Megemlitjiik, hogy egyes versenyzsk a teriileteket szerkesztéssel négyzetekké alakitottak, és ezeket hasonlitottak
Ossze. Teriiletek szemlélettel, vagy méréssel torténd Gsszehasonlitiasa nem tekinthets bizonyito erejtinek!

3. feladat.

I. megoldas: Az ABDEFE trapéz egyenl$ szarta, mert atloi egyenlék. Tehat az egyives szogek egyenlék. Hasonld ok
miatt a kétives szogek is egyenldk, éppigy a haromivesek is (1. dbra).

1. dbra

CDEF négyszog hurnégyszog, mert a szemkozti szogeinek Osszege egyenld (mindkét szemkozti szOgpar egy egyives,
egy kétives és egy haromives szogbdl tevidik 6ssze). Azonban e hirnégyszog korén van a B pont is, mivel EBC< =
EFC<«. Az A pont szintén ezen a korén van, mivel FAD< = FCD<«.

Megjegyzés: Tobb versenyzs allitotta, hogy az ABDE, BCEF és CDF A hurnégyszogek két-két csicsa kozos 1évén,
ebbdl mdris kovetkezik, hogy a koré irt koriik is egybeesik. Ez nem igaz.

II. megoldas: ABDFE egyenlGszara trapéz, ezért a parhuzamos oldalak felez6 merélegese kozos, atmegy a két
atlo metszéspontjan és egyenls szoget zar be a két atloval. Eszerint a hatszog szemkdzti oldalainak felez6 merdlegesei
egyben az atlok alkotta haromszog szogfelezdi, tehat egy pontban metszik egymast. Ez a pont egyenld tévolsagra
van a hatszog barmely négy szomszédos pontjatol (mint a harom felez§ merdleges metszéspontja), igy tehat egyenld
tavolsagra van mind a hat cstucstol. Eszerint a hatszog koré kor irhato, és a kor kézéppontja az egyenls atlok alkotta
haromszog szogfelezGinek metszéspontja.

Megjegyzés. 1. Tételiink hurkolt hatszogre is fennall (2. abra).



2. dbra

Hurkolt hatszog esetében a hatszog koré irhatoé kor kézéppontja az egyenld atlok alkotta haromszog két kiilss és
egy bels6 szogfelezGjének metszéspontja (tehat a haromszog egyik hozzairt kérének kézéppontja).

Szamos versenyz6 hibasan agy vélte, hogy a feladat kovetelményeinek csak oly hatszog felelhet meg, amelynek atloi
egy pontban metszik egymast, s6t egyesek szerint a hatszog csak szabalyos lehet.



