1. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
sinx + sin 2z + sin 3z = 1 + cos x 4 cos 2z.
I. megoldas: Fejezziink ki minden szogfiiggvényt = szogfiiggvényeivel:

sinz + sin 2z = sinz + 2sinx cosx = sinz(1 + 2 cos z),
sin 3z = sinx cos 2z + cos z sin 2z = sin (2 cos? x — 1) + 2sinx cos® x =
=sinz(4cos’x — 1) =sinx(2cosz — 1)(2cosx + 1),

1+ cosz+cos2r =1+ cosz+2cos’x — 1 = cosz(1 + 2cosz).
Mind a harom kifejezésben szerepel az 142 cos x tényezs. A két oldal kiilonbségét képezve és ezt a tényezst kiemelve

(1+2cosz)[sinz + sinz(2cosz — 1) — cos x| =

= (14 2cosx)(2sinxzcosz —cosz) = (1 4+ 2cosx)(2sinz — 1) cosx.

1 1
Ez a kifejezés ugy lehet 0, ha cosx = —5» vagy sinx = 5 vagy cosz = 0, tehat a kovetkezd szogekre:
x =120°+ k - 360°, x =240° £ k - 360°,
x= 30°+k-360° x = 150° + k- 360°, k=0,1, 2, ...
x= 90°+k-360°, x =270° £+ k - 360°.

Megjegyzés: Igyekeztiink a fontiekben a legismertebb atalakitdsokkal érni célhoz, azonban sok mas moédon is atala-
kithatjuk az egyenletet. Ha felhasznaljuk pl. a bal oldalon a

sina + sin § = 2sin

a—+f a—pf
2

cos
2

fjsszeﬁiggést akkor a
sinx 4 sin 3x = 2sin2x cosx

atalakitas utan gyorsabban adédik az 1+ 2 cosx tényez6 kiemelhetd volta és az egyenlet tovabbi atalakitasa.

II. megoldas: Vizsgaljuk altalanosabban tetsz6leges n természetes szamra a sinz +sin2x+sin3z 4+ ... +sinnz =
14+ cosz+cos2x+ ...+ cos(n — 1)z egyenletet. Ismeretes, hogy a bal oldal is, a jobb oldal is zart alakra hozhato, pl.

gy, hogy megszorozzuk 2 sin g—vel. Felhasznalva a kénnyen igazolhat6

(1) 2sinasin 8 = cos(a — 3) — cos(a + 3)
és
(2) 2sinacos 8 = sin(a + 8) + sin(a — ) = sin(a + 3) — sin(f — «)

azonossagokat, azt kapjuk, hogy
2sin §(smx +sin2z +sin3z + ... 4+ sinnz) = 2sin 5 sin z+

3
+2singsin2x+2singsin3x+ ...—l—QSingsinnx = cosg —cos —+

2
n 3 5 n 5 7 n n 2n —1
cos 290 cost cos 2:10 cos 290 ...+ cos 5 T
2n+1 T 2n+1
— cos x;

T = COS — — COS
2

2

masrészt
2sm§[1 + cosx + cos2x + ...+ cos(n — 1);10] = 2s1n§ +2S1H§COSZE+

3
+2sin§cosQw+...+2sin§cos(n— )z = 2sing +sin oz — sin =+

2 2
e 5 .3 n L n—1 . 2n—3 . a:+ o 2n—1
sin 2:10 sin 2:10 ...+sin 5 r — sin 5 r = sin 5 sin 5

x.

!Bz kénnyen igazolhato, ha a bal oldalon a-t és 8-t a jobb oldalon szerepls szogek Osszege, illetdleg kiilonbségeként irjuk.



A kapott kifejezések ugyancsak az (1), ill. (2) azonossagok segitségével — azokat ellenkezs iranyban alkalmazva —

2 1
szorzattd alakithatok, ha (1)-ben a-t és -t ugy valasztjuk, hogy o — 5 = g, a+p= nt z legyen, illetsleg (2)-ben
2n —1
ugy, hogy a+ 8 = nTx, a—f= ; legyen.
1
Az els6 esetben a = n—2i— x, 3= gx és igy
x 2n+1 . n+1 . n
COS — — COS x = 2sin xsin —x;
2 2
L. n n—1
a masodik esetben o = 5:10, 8= Tx, és igy
,x+, n—1 _2,n n—1
sin 5 + sin = 2sin Sz cos ——a.
Egyenletiinket tehat, ha még 2-vel osztunk, a kovetkezs alakra hoztuk:
.n .n ..n n—1
sin xsin —x = sin —x cos x.

2 2 2

Mivel atalakitas kézben szoroztunk sin g—vel, ennek a gyokeit, tehat az x = k - 360°(k = 0, +1, 2, ...) szogeket

kiilon meg kell vizsgalnunk. Ezekre az eredeti egyenlet bal oldaldn 0 &ll, a jobb oldalon viszont n darab 1-es Gsszege,
ezek tehat az eredeti egyenletnek nem gydkei, ezeket a tovabbiakban kizarjuk.
Redukaljuk a nyert egyenletet 0-ra, és igyekezziink szorzatta alakitani a két oldal kiilonbségét:

0 — sin . n+l n—1 _.n(.n T,
—S1H2,’E Sin 5 T — COS B T | =S - 51n2xcos

2 2
+ cos §xsm§ — COoS 5;100055 — sin §:CSIII 5) =
= sin 5;10{ sin 51: (COS 5" sin 5) + cos 5;10 (Sln 5~ cos 5) } =
= sin 5;10 (Sln 5;10 — COoS 5;10) (COS 5~ sin 5) .

Itt az elsd tényezd 0-helyei azok a szogek, amelyekre

gx:k-180°, oz =300 k0 41, 42
n

a masodik, illet6leg harmadik tényez6 akkor tinik el, ha
gx — 45° + k- 180°, ill. g — 45° 4+ k - 180°,
tehét az
90°  k-360°
=+
n n

il 2=90°+k-360° (k=0, £1, £2, ...)

T

szogekre. A lényegesen kiilonb6z6 szogeket kiilonvalasztva és az els csoportbol a fontebb kizart k- 360° alaka szogeket
elhagyva azt kapjuk, hogy az egyenlet

o

T=r + k- 360°, r=1,2 ..., n—1
n
90°  360° k=0, +1, £2, ...
rT=—+s +k-360°, s=0,1,2, ..., n—1
n n

z =90° + k - 360°

A kittizott feladatot jelenté n = 3 esetben a 120° és 240° (és az ezektdl nem lényegesen kiilonbozs szogek) a gyokok
elsd csoportjabol adédnak, 30° és 150° a masodik csoportbol s = 0, 1 esetén, 90° az utolsé gyok, mig 270° ismét a
gyokok masodik csoportjabol adédik s = 2 esetén.

Megjegyzések: A II. megoldasban targyalt altalanositast egy versenyzs, Németh Jozsef felvetette és megoldotta.

n
X 4
). Ezekben az esetekben 90° az egyenletnek kétszeres gyoke.

A 90° felléphet a gyokok els6 csoportjaban is (akkor, ha n oszthato 4-gyel és r = ), tovabba a gyokok méasodik

n —

csoportjaban (ha nd4l+ 1 alakuiés s =1=



2. feladat. Legyen a és b egész szdm. Bizonyitandd, hogy
> +ax+b

csak akkor dllithat eld végtelen sok egész x-értékre négyzetszdmot, ha a kifejezés egy elsdfokiu polinom négyzete.

I. megoldas: Azt kell vizsgalnunk, mikor allhat fenn egész z, y értékekre
22 +ax+b=y>
Innen z-et meghatarozva

(1) :Ei—cL:I:\/cL2—4b—|—4y2
2 3

és ez csak ugy adhat egész értéket, ha a négyzetgyokjel alatt teljes négyzet all:
a? —4b+ 4y? = 22

Innen
22 —4y? = (2 +2y) (2 — 2y) = a® — 4b.

A jobb oldalon allando érték all; igy ha y is, z is természetes szam, akkor ez az egyenlség csak olyan értékekre allhat
fenn, amelyekre 2y + 2z nem nagyobb ennél az alland6 értéknél. Ilyen y, z szampéar csak véges sok van. Minden y
értékhez (1) szerint legfeljebb két x érték tartozik, tehat csak véges sok olyan egész x érték lehet, amelyre 22 + az + b
négyzetszam, ha a® — 4b # 0.

Ha viszont a? — 4b = 0, akkor

) ) an 2 an 2
z*+ar+b=zx"+ax+ (§> = (3:—|—§> ,
tehat a kifejezés egy els6foku polinom négyzete. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.
2
Megjegyzés: A targyalt masodik esetben b = 9 csak ugy lehet egész szam, ha a paros. Ebben az esetben az adott
mésodfoku kifejezés egy egész egyiitthatos els6fokd polinom négyzete, s igy minden egész x értékre négyzetszamot
allit eld.

II. megoldas: Kényelmesebb lesz az adott kifejezés négyszeresét vizsgalni. Ez is négyzetszamot allit el6, ha az adott
polinom értéke négyzetszam, de forditva is: a polinom egész helyen mindig egész szdmot allit els, s igy a négyszerese
mindig paros szadmot. Ha ez a néggyel szorzott érték négyzetszam, akkor paros szam négyzetének kell lennie, s igy a
negyedrésze, vagyis az eredeti polinom értéke is egész szam négyzete. Elegendd tehat a polinom négyszeresét vizsgalni:

422 + dax + 4b = (22 + a)® + 4b — 2.
Ha ez egy y egész szam négyzete, akkor
4b—a?=y* — 2z +a)’ = (y+ 2z +a)(y — 2z — a).

Azonban egy egész szam a 0 kivételével csak véges sok féleképpen bonthato két egész szam szorzatara, egy-egy felbontéas
pedig mar egyértelmien meghatarozza z-et és y-t.
Igy az adott kifejezés csak akkor vehet fel végtelen sok egész z értékre négyzetszamot, ha 4b — a? = 0, ekkor

42% + dax + 4b = (22 = a)*

és ennek negyedrésze ugyancsak egy elséfokt polinom négyzete. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

Megjegyzés: Mint lattuk, ha végtelen sok helyen allit el6 a polinom négyzetszamot, akkor minden egész x-re négy-
zetszam az értéke, tehat eredményiink igy fogalmazhato: ha egy a feladatban adott alakd polinom értéke minden egész
x-re négyzetszam, akkor a polinom egy polinom négyzete. Ez az allitds mar sokkal altalanosabban igaz, nemcsak a
legmagasabb foki tagnak adhatunk egyiitthatot, hanem a fokszamra sem kell kikotést tenniink. Ervényes a kovetke-
z6 tétel: Ha egy egész egyiitthatos polinom értéke minden egész helyen négyzetszam, akkor a polinom egy polinom
négyzete. A tétel négyzet helyett tetszés szerinti egész k-val k-adik hatvanyokra is igaz.

Az viszont lényeges, hogy ne csak végtelen sok egész helyre tegyiink feltételt, mert amint a legmagasabb egyiittha-
torol nem kotjiik ki, hogy 1 legyen, akkor mar van olyan méasodfokd polinom is, amelyik nem teljes négyzet, és végtelen
sok egész helyen vesz fel négyzetszamot értékiil.

3. feladat. Alkossunk 6 csicsi, 5 lapi poliédert a kévetkezd feltételekkel:
a) a poliéder egyik lapja a oldali négyzet;



b) a poliéder dsszes tobbi éle egyenld egymdssal;
c) a négyzet két szomszédos oldaldhoz csatlakozd két lapnak a négyzetlappal bezdrt szige egymdst 90°-ra egésziti ki.
Bizonyitsuk be, hogy a poliéder két lapjinak az dtloi a hosszusdguak.

Megoldas: A leirt test négyzetlapja legyen ABCD. A testnek van egy ennek valamelyik oldaldval, mondjuk
AB-val parhuzamos FF éle, melynek mer6Gleges vetiilete a négyzet AB-vel parhuzamos kézépvonalara esik és azon
szimmetrikusan helyezkedik el.

A

Legyen F' mer6leges vetiilete a négyzetlapon, a négyzet AB, ill. BC oldalan rendre Fy, G és H, jeloljiik a négyzet
oldalaitol kiilonb6z6 egyenls élek hosszat b-vel, az F'Fy tavolsagot m-mel. Az F'Fy szakasz mer6leges F1G-re és Fy H-
ra is, igy az FF1G haromszoget beforgathatjuk koriilotte az EF H sikba, ekkor G egy a HF) egyenesen fekvs Gy
pontba keriil. A ¢) feltétel szerint az FGyH haromszog F-nél derékszogl, FFy pedig a haromszog magassaga. Igy a
magassagra vonatkozo koézéparanyossagi tétel szerint, mivel F1G = a/2 és F1H = (a — b)/2,

) m? =

Szamitsuk ki az ABFE trapéz AF atlojat, mint a paronként meréleges AG, GFy, Iy F szakaszokbol alkothato téglatest
testatlojat. Az E'B atlo és a GDEF trapéz atloi szimmetria okokbol ugyanekkorak. Felhasznalva (1)-et is, azt kapjuk,

hogy

2 ) 2
AF2:AG2+GFE+F1F2=(a;b) +(5) +m2:(a;b> .

2 —b 1
+ (9) Gl O S Y
2 4
A feladat allitasahoz azt kell tehat belatnunk, hogy ab+ b* = a?. Az a és b élhosszak kozt tudunk egy Osszefiiggést
kapni, ha felirjuk Pythagoras tételét F'B-re, mint annak a téglatestnek atlojara, melynek egyik lapja BGFy H és egyik
tovabbi csticsa F. Felhasznalva (1)-et is:

2 2 2 2 2 a\? a—b\" a(a —b)
b:FB:BH+HF1+F1F:(§)+ ) s

(3a® — 3ab+b%) .

=

A b-t tartalmazo tagokat a bal oldalra rendezve és 3-mal osztva innen valé6ban
ab+ b = a?
adodik és ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

Megjegyzések: 1. Az utolséd egyenletbdl b-re két érték adodik: a (\/5 — 1) /2és —a (\/5 + 1) /2. Mint egy versenyzd,
Kalmdr Agota, megjegyezte, a negativ gyoknek is lehet geometriai jelentést tulajdonitani. Ennek egy énmagat atmetszé
test felel meg: a két haromszoglap athatol egymason, a masik két oldallap pedig hurkolt trapéz lesz a (\/5 + 1) /2
oldalhosszisaggal.



Ugyanekkora az alaplappal parhuzamos él is, mig a trapézok atloi (amelyek most a hurkolt trapézon kiviil huzédnak)
a hosszisagaak.

2. Helyezziik a feladatban szerepld testet egy kocka f6ls6 vizszintes ABC'D lapjara (EF legyen AB-vel parhuzamos),
majd az ABRS-re is helyezziik el a test egy példanyat ugy, hogy az FF-nek megfelels él AS-sel legyen parhuzamos.
Ekkor az AB-hez csatlakozé haromszog és trapéz lap a lapszogekre tett kikotés szerint egy sikba esik és egy egyenld
oldalu 6tszoget alkot, amely az EF felez6mer6legesére szimmetrikus. A tSbbi kockalapokra is elhelyezhetjiik a test
egy-egy példanyat ugy, hogy egy 12 egybevago, egyenls oldala 6tszog hatarolta poliédert kapjunk. Belathato (erre még
visszatériink), hogy a kapott test egy szabalyos dodekaéder.
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