Az 1958. évi Arany Déaniel haladok versenye dontGjének 3. feladatat és annak megoldéasat lapunk el6z6 szaméa-
ban ismertettiik. A versenyzd&ktsl csak a szerkesztés végrehajtasat kivantuk, ezért zartuk ki a haromszogek kozil a
tompaszogleket. Mindamellett a k6zolt I. megoldas utan ramutattunk arra a meglepd tényre, hogy bar a szerkesztés
mindenkor egyértelmtien elvégezhetd, a kitiizott feladatnak mégis csak abban az esetben adja megoldasat, ha az adott
haromszog oldalai f6lé befelé rajzolt szabalyos haromszogek harmadik csicsai az adott haromszoggel megegyezd ko-
riiljarasa haromszoget hataroznak meg. Ebbdl az a tanulsig, hogy valamely feladat megoldasainak megvizsgélasanal
sohasem lehetiink eléggé koriiltekintsk.

Az alabbiakban részletesebben foglalkozunk a feladat megoldhatdsaganak feltételével. Bemutatjuk, hogy a mélyebb
diszkusszio milyen finom megfontolasokat igényel, és bar kozépiskolai matematikatudasunkkal elvégezhets, azonban
Ujszert, pontosabban szolva a kozépiskolaban ritkdAbban hasznalt modszerek alkalmazéasat kivanja.

Vizsgéljuk meg els6nek, mi a feltétele annak, hogy egy adott A1 B1C1 hdromszdg oldalai folé befelé rajzolt A1 B1Cs,
B1C1 Ay és C1A1By szabdlyos hdromszdgekkel meghatdrozott A3 BoCy hdromszdg kéoriljardsi értelme megegyezzék az
A1 B1Cy hdromszég koriljdrdsi értelmével (1. abra).
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1. dbra

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy ez nyilvan csak az A; B1Cy haromszog szogeitdl fiigg. Hiszen ha az A1 B1Cy
haromszog helyett egy ahhoz hasonlé A7 ByCy haromszogbdl indulunk ki, akkor az ehhez tartozo ,befelé rajzolt”
A3 B3 C3 haromszog szintén hasonlo az A; BoCo haromszoghoz, és A3 B3 C5 koriiljarasi értelme aszerint megegyezd, ill.
ellentétes az A BoC5 koriiljarasi értelmével, amint az A7 By CY és A1 B1Ch haromszogek koriiljarasi értelem tekintetében
megegyeznek, ill. ellentétesek.

Atmenetileg mégis sziikségiink lesz adott haromszogiink oldalainak mértékszamara is. Tudjuk, hogy ezek aranya
megegyezik a szemkozti szogek szinuszainak aranyéval, és az aranyossagi szorzo6 csak a hosszmértékegység megvalasz-
tasatol fligg. Valasszuk ugy a mértékegységet, hogy az aranyossagi szorzo 2 legyen, vagyis — ha az A; B1Cy haromszog
szOgeit rendre a-val, 8-val és y-val jeloljiik — legyen A; B1 = 2siny, B1C; = 2sina és C1 A1 = 2sin 8 (2. abra).

Feltehetjiik, hogy az A; B1Cy haromszog koriiljarasa az éramutato jarasaval ellenkezs, azaz pozitiv, tovabba, hogy
a és 3 hegyesszogek, ugyanis barmely haromszog csticsait lehet gy megbetiizni, hogy e feltételek teljesiiljenek.

Jeloljik Ay By, B1Cy és C1A; felez6pontjat rendre C7, A7 és Bj-gal. Ekkor ATBiCTA ~ A1 B1C1A, szogeik
egyenlsk, A7 BT Cy A oldalai feleakkorak, mint az A; B;C1 A oldalai, tehat A7 By = sinvy, BYCT =sina és C7 AT = sin j,
tovabba az A} BjCT A korilljarasi értelme ugyancsak pozitiv.

Valamely haromszog koriiljarasi értelmének jellemzésére moédot ad a koordinata-geometridnak az a képlete, amely
az illet6 haromszog teriiletét csicspontjainak koordinataival fejezi ki:

(1) 2t = (x3 — x2)y1 + (1 — 23)y2 + (T2 — 21)ys,



ismeretes ugyanis, hogy ez a képlet pozitiv, ill. negativ elGjellel adja meg a haromszog teriiletét aszerint, amint a
csucspontoknak az 1, 2, 3 sorrendben valé koriiljardsa pozitiv, ill. negativ.

Hogy ezt vizsgalatunkban alkalmazhassuk, helyezziik el A7BjC7 haromszogiinket a koordinata-rendszerben ugy,
hogy A7 és B} az X tengelyre; C7 pedig az Y-tengelyre essék; ha B} jobbra van Aj-t6l, akkor C7 az A} B C7 haromszog
pozitiv koriiljarasi értelme folytan az Y-tengely pozitiv felére jut (3. abra).
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3. dbra

A csticsok koordinétéi az oldalak fenti mértékszamaival és a szogekkel kifejezve:
Aj(—sinfBcosa,0), Bi(sinacosp,0), C7(0,sinasinpf).

Irjuk fel ezutan az A;BoCy haromszog cstcspontjainak koordinatait! Pl. az A, pontot tgy nyerjiik, hogy Aj-
bol merdleges félegyenest bocsatunk BjCj-ra, és erre A7-t0l kezdve ramérjiik a 2sin« oldalt szabélyos haromszog
magassagat, vV3sina-t (2. abra). Igy As, Bs és Cy koordinatéi a 3. 4brarol:

As(V/3sinasin B — sin f cos a,v/3 sin avcos ),
By (—V/3sinasin f + sin « cos 3,v/3 sin  cos av),
Cy( 0, —V/3sin~y + sinassin 3),
figyelembe véve, hogy sin(90° — «) = cos v és cos(90° — a) = sin . Ezekkel kifejezve az Ao BoCo A kétszeres teriiletét,
2t > 0 azt fejezi ki, hogy az As BoCa A koriiljarasi értelme pozitiv, tehat megegyezik az A} By CY kériljdrdsi értelmével.
(1) szerint tehat kell, hogy fennalljon:
2t =(v/3sin asin 8 — sin o cos B)V/3 sin o cos 5 + (V3 sin asin f—
— sin B cos a)V/3sin f cos o + (—V/3 sin asin B + sin v cos f—
— V/3sinasin B + sin § cos a)(—V3siny 4 sin asin 8) > 0.

A Kkijelolt miiveletek elvégzése utan a sin® a + cos>a = 1 és a sinacos 8 + cosasin f = sin(a + 3) = sin[180° —
(o + B)] = sin~y azonossagok felhasznalasaval egyenldtlenségiink a kovetkez6 alakra hozhato:

(2) 10sinasin fsiny > V3(sin® o + sin? B + sin? ).

Ez a kittizott feladat megoldhatosaganak feltétele. Eszerint barmely adott A; B1C7 haromszogrsl szamitas atjan
megallapithatjuk, hogy a beldle a fentiek szerint el6allé As BoCy héromszog koriiljarasi értelemben megegyezs-e vele
vagy sem.

A (2) feltétel o, B és y-ban szimmetrikus, ezért akkor is érvényes, ha « vagy 8 nem hegyesszog.

*

Tovabbi érdekes kérdés: milyen hatdrok kiézé esnek maguk a szogei a (2) feltételnek eleget tevé hdaromszogeknek ?
Hogy erre megfelelhessiink, avégett — szimmetriajat felaldozva — olyan 4j alakot adunk (2)-nek, amelyben csak az «
sz0g, tovabba a masik két szog B — v kiilonbsége szerepel.

A tovabbiakban feltessziik, hogy S nem kisebb v-nal, azaz 5 > ~.

Vonjunk le (2) mindkét oldalabol 2v/3 sin 3 sin -t

(3) (5sina — v/3)2sin Bsiny > v3[sin? o + (sin 8 — sinv)?].



Itt a baloldalon
(3b) 2sin Bsiny = cos(B8 — ) — cos(f + ) = cos(8 — ) + cos

és ez a kifejezés pozitiv, mert sin v és sin 8 pozitiv. A jobboldalon ismert azonossagok felhasznaldsaval a kovetkezo
atalakitasokat végezhetjiik:

B+~ 28— _

(sin B — siny)? = 2 cos? - 2sin

(3j) = [1+4cos(B8+7)][1 —cos(8—7)] = (1 —cosa)[1 — cos(8 —7)].

Ezeknek (3)-ba valo beirasa utdn minden tagot az egyenl6tlenség baloldalara gytjtve:

(4) (5sin o — v/3)[cos o + cos(B — )] — \/g{ sin® a4 (1 — cosa)[1 — cos(B — v)]} > 0.
Jeloljiik most mar a bal oldalon allo két valtozos fiiggvényt — a szokasos modon — f(«, 5 — 7)-val:

(5) f(a,8=7) = (5sina — V3)[cosa + cos(8 — )] — V3 {sin® a+ (1 — cosa)[1 — cos(B — 7)]}

és vizsgéljuk meg értékvaltozasat, pontosabban a 0-hoz valé nagysagviszonyat, azaz elGjelét o és g — v kiilonbozs
értékei mellett.
Foglalkozzunk el6szor a 5 = «y esettel, azaz szoritkozzunk egyenlészart haromszogekre. Ekkor cos(8 —y) = 1, tehat

fa, B =)=y = (5sina — V3)(cosa + 1) — V3sin? a,
és ez csak a-nak fliggvénye. Hogy elGjelérdl tajékozodhassunk, szamitsuk ki elGszor 0-helyeit, vagyis az

(5sina — V3)(cosar + 1) — V3sina =0

egyenlet gyokeit. A masodik tagban sin? o = (1 4 cosa)(1 — cos @) helyettesités utan kiemelhets az 1 4 cos a tényezd,

és ezzel az egyenletet oszthatjuk, mert ez csak o = 180°-nal valik 0-vé, amely esetben méar nem jon létre haromszog.
Az igy ad6do
5sina — V3 — V3(1 — cosa) = 0

egyenletet sina = \/1 — cos? a helyettesités utan az ismert moédon megoldva, a kovetkezs gyokoket nyerjiik:
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cosar = 77 sinag = T = 21°47.2";
1 3
Ccos g = —3 sin g = TR oo = 120°.

A két gyok, a1 és ag, a 0 < a < 180° intervallumot harom részre osztja. Helyettesitésekkel meggy6zdhetiink arrol,

hogy
O<a<oa é a;<a<180° esetén f(a,B—7)g=y <0,

viszont
(6) o <a<ay esetén f(a,B—7y)g=y >0

(pl. cosa’ = 0,96 (egyben o = 0,28) mellett 0 < o’ < ay és

(&, B—7)p=ry = 2,744 — 2,0384V/3 < 0; cos o’ = 0 (egyben sina” = 1) mellett f(a”,3 —7)s=y =5 — 23 > 0;
cosa” = —? (egyben sina = %) mellett f(a", B— —v)p=y = 4— 5—\2/5 < 0, tehat 8 = v esetén a (4) egyenlGtlenség
a kozépsd intervallumra teljesiil, a két széls6re nem, vagyis az o szog (és természetesen (3 és vy is) csak 21°47,2" és 120°
kozotti értékeket vehet fel.

Mi a helyzet, ha 8 # + 7 Latjuk, hogy (3) jobb oldala pozitiv, és miutan (3) bal oldalanak (3b) masodik tényezGje
szintén pozitiv, kell, hogy az elsG tényezs, 5sina — /3 is pozitiv legyen. Ha mér most (4)-ben rogzitjiik o értékét és
(8 — v)-t valtoztatjuk, az igy létrejott egyenlGtlenségek koziil a ,legerdsebb” egyenlétlenség — amelyben a két oldal
kiilonbsége a legnagyobb — éppen 8 = 5-hoz tartozik, ugyanis S — ~v novelésével cos(8 — ) csokken, a kisebbitendd
csOkken, a (pozitiv) kivonand6 novekszik, tehat a kiilonbség csokken, az egyenl6tlenség ,gyengil”. Eszerint 8 # «
esetén sem nyerhetiink a-ra (6)-nal tagabb hatarokat, hiszen barmely f(o, S — 7)s-y > 0 esetben fennall a néla
erGsebb f(a, 8 — v)g=y > 0 egyenlStlenség is. Ez utobbirél azonban megallapitottuk, hogy csak a (6) intervallumra
teljestil.

Az, hogy « a (6) intervallumba tartozzék, a legutobbiak szerint csupan szikséges feltétele (4), ill. (2) teljestilésének;
vagyis ha « nem a (6)-bol vald, akkor semmiesetre sem allhat, ellenben lehetséges, hogy valamely (6)-beli « és ,elég
nagy” B — -y esetén (4) nem teljesil.



*

Allapitsuk meg végiil, hogy milyen hatdrok kizti a mellett dll fenn o (4) egyenldtienség B és v minden lehetséges
értékpdriara.

A kovetkezdkben jelentse a a hdromszog legkisebb szogét [ < 60° és (6) szerint o > 21°47,2'|. Ahogyan a (4)
egyenlGtlenség akkor a legerGsebb, ha S — v a lehetS legkisebb, hasonléan akkor a leggyengébb, ha 8 — v a lehetd
legnagyobb. Adott « mellett ez akkor kovetkezik be, ha ~ egészen a-ig csokken: v = a. Ekkor 8 = 180° — 2aq,
B —~ = 180° — 3. Ha az adott a-hoz tartozo leggyengébb f(c, 8 —7v)g—r=1800—3a > 0 egyenldtlenség fennall, akkor a
B és v szogek a és 120° kozott barmely olyan értékpart felvehetnek, amelyre teljesiil « + 8+ = 180° és 8 > v > a.
Vizsgaljuk tehat, hogyan valtozik az (5)-b6l f — v = 180° — 3« -val ado6do, és igy csak a-tol fliggs

(7 F(, B =) p—r=180°—3a = (5sina — v/3)[cos a 4 cos(180° — 3a)]—
-3 {sin® o + (1 — cos @)[1 — cos(180° — 3a)] }

elGjele, mely a értékekre lesz pozitiv.
Ismert azonossagok alapjan

cos(180° — 3a) = — cos 3o = — cos(2a + ) =
= (sin? o — cos® a) cos o + 2sin® avcos a = (2sin? o — 1) cos a+

+2sin? acosa = 4sin? a cos a — cos a.

Ezt (7)-be behelyettesitve a miiveletek elvégzésével és a sin o + cos® @ = 1 azonossag felhasznalasaval fiiggvényiink a
kovetkezd alaki lesz

Fl@, B —7)p—r=180°—3a = 25in® a[10sin a cos a — V/3(sin? o + 3 cos? a)).
A 0-helyek kiszamitasara szolgalo egyenletiinket oszthatjuk 2sin® o cos® a-val, mert e szorzat a
(8) 21°47,2" < a < 60°
intervallumban nem 0. Az igy adddo
10tga — V3tg2a —3v3=0

egyenletnek (8)-ban egyetlen gyoke
1
tga = — — bol a = 30°,

Nei
és behelyettesitéssel megallapithatjuk, hogy az f (o, 8—7)s—y=180°—3a > 0 egyenldtlenséget az o > 30° értékek elégitik
ki.

Ebbdl az kovetkezik, hogy (4), és igy (2) is, minden esetben fennall, ha a haromszognek mind a harom szoge 30°
és 120° kozé esik. Ez tehat elegends feltétele az eredeti feladat megoldhatdsaganak, ezt kozoltiik mult szamunkban az
I. megoldas megjegyzésében.



