A cikkiink elsé részében felvetett feladat teljes megoldasdhoz a kovetkezs kérdések tisztazandok.

a) ,,J0” haromszégben van-e mindig (5) tulajdonsagu pont?

b) Ha van, lehet-e tobb?

¢) Az (5) tulajdonsag fennalldsa egy belsé P pontra vajon elégséges is-e ahhoz ,,jo” haromszog esetén, hogy P
minimizal6é pont legyen?

d) Az (5) tulajdonsagu pont, ha van, hogyan szerkeszthet&?

e) ,Rossz” haromszog esetén lehet-e tobb (8) tulajdonsagi pont?

f) A (8) tulajdonsag P-re fennallasa ,rossz” haromszog esetén elégséges-e ahhoz, hogy P minimalizal6 pont legyen?

d) Kérdeésre a valasz igen konnyd. Nyilvan

PP
PPy p2
azaz P a P; és P» pontokhoz, valamint a P aranyhoz tartozd Apollonius-koron fekszik, amely ismert modon szer-
b2
keszthets. Mivel
PP2 _ ]2
PP p3’

tehat P a P, és P3 pontokhoz, valamint a P2 aranyhoz tartozé Apollonius-koron is fekszik, azaz P, mint ezek met-
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széspontja, meg van szerkesztve. A b) kérdésre vonatkozolag a felelet az, hogy minden haromszogben legfeljebb egy (5)
tulajdonsagu P pont van. Ennek igazolasara legyen el6szor p; < pa < ps. Ekkor azt allitjuk, hogy a (12) tulajdonsagu
P pontokbol all6 kor kozéppontja a P, P> oldalon, de Py P, szakaszon kiviil van. Ugyanis, ha a P, P, szakaszon levs

PP -
P} pontra ——3 = Zﬂ, akkor P P; = P1 P P, tovdbba, ha a Pi-t6l Ps-vel ellentétes oldalra es6 P; pontra

PP, D2 p1+ P2
P P//
mE L . ]ﬂ, akkor
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P{P = PP,
P2 —p1

azaz PPy > PPy, a kérdéses kor kzéppontja pedig P; P} felezGpontja.

| +—1 —

I !

Ps kB P,

3. dbra

Tehat mindharom Apollonius-kor kézéppontja a haromszog egy-egy oldalan van, de mind a meghosszabbitaso-
kon. Ha méarmost a haromszogben legaldbb két pont volna (5) tulajdonsaggal, akkor a két pont felezGmerdlegesén az
Apollonius-korok kozéppontjai szintén rajta volnanak, ami pedig legalabb két oldalt belil metsz, ez viszont ellentmon-
das. Ha p1 < p2 < p3 helyett p; < py < ps all, a bizonyitas lényegteleniil modosul.

Tekintsiik a legkényesebb ¢) kérdést. Amit mi csindltunk, az az, hogy megmutattuk, hogy ,,j0” Py PoPs A esetén a
sik egyetlen olyan P pontja sem lehet minimizal6é pont, amely nem elégiti ki (5)-6t, mert

1 1 1
max (—Ppl, —PPQ, —PP3)
p1 P2 p3

csOkkenthets és ezen eljards csak az (5) tulajdonsagi P-re (amennyiben ilyen létezik) nem vezet cs6kkentéshez. Ebbol
100 évvel ezel6tt még olyan matematikus is, mint Jacob Steiner, a péasztorfiubol lett hires geométer, arra kovetkez-
tetett volna, hogy (5) tulajdonsdga P pont létezik és minimizal. Ez valoban korrekt volna, ha biztos volna, hogy a
maximumot minimizal6é keresett P pont és a maximum minimuma tényleg léteznek. Jolismert példa azonban az itt
felleps tényallasra azon kérdés, melyik a legnagyobb pozitiv egész. Ezen maximum nyilvan nem létezik. Viszont minden
egészhez a négyzetét hozzarendelve adodik egyfeldl, hogy semmilyen 1-nél nagyobb pozitiv egész nem lehet maximum,
mert a hozzarendelt érték egy nagyobb pozitiv egész. MasfelSl ezen eljaras az 1-hez énmagat rendeli hozza, ami nala
nem nagyobb; ha tehat Steiner kdvetkeztetési modja helyes volna, ez azt adnd, hogy 1 a legnagyobb pozitiv egész, ami
nem &ll. Viszont Weierstrass alapvet6 vizsgalatai a szélsGértékfeladatok egy igen tag osztalyara, amelybe a miénk is
tartozik, a minimum létezését eleve biztositjak; ebbdl kovetkezik tehat az a) és ¢) kérdésekre adodo feleletként, hogy
,»j0" haromszogben mindig van (5) tulajdonsagu pont és ez tényleg minimizalé pont.

Az e) kérdésre a (11) alatti gondolat segitségével adhatunk nemleges valaszt. Ha ugyanis a (8) tulajdonsag a
P, P, oldalon teljesiilne egy P = Pj pontra és PyPs-on egy P = P| pontra, akkor (11)-et el6bb P; Py-re alkalmazva
Q = P{-vel, adodik
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max <—P1Pé, _PQPé, —ngé) < max <—P11P1, _P{P27 —PIIP3> s
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azutan (11)-et PsPs-ra alkalmazva Q = Pj-vel
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max (—PlPl’, — PPy, —P3P1’) < max (
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PP, inPé, inPé) ,
b2 b3
de ez a két egyenlGtlenség egymasnak ellentmond.

Tehat ,rossz” haromszog esetén csak az egyetlen (8) tulajdonsagu pont lehet a minimizalé. Mivel Weierstrass el6bb
emlitett altalanos tétele szerint minimizaloé pont van, tehat a minimizaloé pont ez esetben tényleg a (8) alatti pont,
igenld valaszt adva az f) kérdésre.

Osszefoglalva a feladat megoldésa a kivetkezd.

Ha a haromszig (9)—(10) értelemben ,jo”, akkor a hdromszdgben egyetlen P pont van az (5) tulajdonsdggal, és ez a
minimizdld pont. Ha a hdromszég nem ,jo”, akkor egyetlen pont van a hdromsziog keriiletén, amelyre (8) teljesiil, és ez
a minimizdlo pont.

Hogy a ,rossz” haromszogek kissé jobban lathaték legyenek, megjegyzem, hogy ezek a kovetkezs moédon szarmaztat-
hatok. Legyen a lathato 4. abran AD = py, BD = py és CD = ps, ilyen haromszog végtelen sok van és e haromszogek
C cstcsai a D kozéppontu és ps sugari koron fekszenek.
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Ha ezeket mintaharomszogeknek nevezziik, akkor azok a ,rossz” haromszogek, amelyek hasonléak egy olyanhoz,
melynek alapja AB és benne van egy mintaharomszogben. Belathato volna, hogy a ,rossz” haromszogekre is létezik
az (5) tulajdonsagu pont, csak a haromszogon kiviil esik; mivel erre a szélsGértékfeladat szempontjabol nincs sziikség,
ennek bizonyitasaval nem foglalkozunk.

Mint altaldban lenni szokott, egy megoldott feladat egy csomd egyéb kérdést is hoz felszinre, melyek érdekessége
mar elsésorban matematikai termeészetii és gyakran bizonyos szimmetriaérzék hozza Sket létre. Igy jelen feladathoz
kézenfekvs azt kérdezni, milyen R pont esetén lesz

1 1 1
(14) min (—Rpl, —RPQ, —RP3>
p1 P2 p3

maximalis. Kénnyd azonban latni, hely ennek a feladatnak nincs megoldasa. Ha ugyanis R a hidromszogtdl ,jmessze”
van, akkor (14) értéke ,nagy”, s6t tetsz6leges nagy lehet, amint R elég messze van. Masik kézenfekvs kérdés a csicsoktol
valo helyett az oldalaktol valokat venni és azt kérdezni, hogy adott pozitiv g1, g2 és g3 mellett mikor lesz

1 1 1
max (q_1d1 (P), q—2d2 (P), q_3d3 (P)>

minimalis, ahol di(P), da(P), ds(P) egy P bels6 pontnak az oldalaktol valo tavolsagai. Ekkor azt allitjuk, hogy a
P, P, P3 haromszogben van pontosan egy () pont, amelyre

(15) L1 (@) = —d2 (Q) = ~d3 (Q)
ol q2 q3
és ez lesz az egyetlen minimizalé pont. Ennek bizonyitdsa hasonl6 az el6bbihez, de anndl egyszertibb; a két megol-
das hasonlosidga mégis alkalmas lesz annak illusztralasara, hogy itt egységes moédszerrél van sz6, szemben a tisztan
geometriai moédszerek individualitasaval.
Hogy (15) tulajdonsagu pont a haromszogben van és egyetlen egy van, az rogton kovetkezik onnan, hogy azon R
pontok mértani helye, melyekre

e (R) ¢’
nyilvan egy Ps-bol kiindulé egyenes. Igy a (15) alatti Q pont, mint a
d@B) o . B a
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egyenesek metszéspontja adddik; ezen a

d2 (R) _ q_2
ds (R) g3
egyenes nyilvanvaléan athalad.
R
5
5. dbra

Hogy minimizalé pont létezik, az ismét Weierstrass altalanos tételébdl kovetkezik. Elég tehat igazolni, hogy ha R
kiillonbozik a (15) alatti Q-t6l, akkor R nem lehet minimizalé pont. Tegyiik fel el6szor, hogy

di (R) _ do(R) _ ds(R)
a T g a3

(16)

1 1 1
Ekkor R-et ,kissé” kozelitve a Py P oldalhoz, —ds(R) fogy; ha a kozelités elég kicsi, akkor —d;(R) és —da(R)
43 a1 42

1
esetleg nének, de mégsem annyit, hogy ,elérjék” —ds(R)-et, azaz az elmozditas kovetkeztében
a3

1 1 1
max [ —d; (R), —d2 (R), —d3 (R
(2o, Laxm). Zan)
fogy. Ha
1 1 1
(17) —d; (R) < —dz2 (R) = —d3(R),
q1 a2 a3
akkor R-et a PR egyenes mentén Pj-hez kozelitve ,egy kissé” da(R) és d3(R) mindkettGje fogy, de még ugy, hogy
1 1 1
max [ —d; (R), —d2 (R), —d3 (R
<Q1 1 (B) a2 2(R) a3 3 )>

is fogy. Tehat tényleg a csak (15) alatti @@ pont lehet minimizalo.
Emlitsiik meg végiil az el6bbi tétel egy érdekes kovetkezményét. A Py P,PsA egy S pontjat nevezziik nevezetes
pontnak, ha van oly extremumfeladat, melynek csak az elGirt S pont tesz eleget. A fenti ¢,-k gyanant

Gv = dv (S)
értékeket valasztva Q = S-re és csak erre lesz

max<d1 (@) d2(Q) ds(Q))’
dy (9)7 d2(S)” ds(S)

minimalis, ebben az értelemben a haromszég minden pontja nevezetes pont!

A hamutalcatol indultunk és eljutottunk a szélsGértékfeladatok egy osztalydhoz, melyeket minimax-feladatoknak
neveziink. Ezen feladatokhoz eljuthattunk volna egy egészen mas feladatbodl kiindulva is. Ha egy kertben bizonyos
szamu fat akarunk iiltetni, ezek iiltetésének f&szempontja az, hogy gyokereik egymas elsl lehetSleg ne szivjak el a
talaj tapnedveit. Itt a fakat pontoknak tekintve ezeket tgy kell elhelyezni, hogy minden kettd lehet6leg messze legyen
egymastol, aminek matematikai megfogalmazasa tgy szol, hogy

min P; P,
i#k
maximdlis legyen. Ez azonban sokkal nehezebb az el6bbi feladatoknél és altaldban nincs is megoldva. A minimax-

feladatok a fels6bb matematikiban egyre jelentGsebb szerepet jatszanak a mult szazad kdzepe 6ta, ugy hogy hasznosnak
és érdekesnek tartom, hogy ezekre mar ilyen elemi fokon is ré lehet irdnyitanom a figyelmet.



