Bizonyos tipustu szélséértékfeladatokrol 11

Egy korabbi elsadasban mondanivalémat azon kozhiedelem eloszlatésara szantam, hogy a matematikai problémak
vagy mind meg vannak oldva, vagy csak nagyon tavoli és mesterkélt kérdések varnak még megoldasra. Ezen el6adasban
arra szeretnék egy példa kapcsan ramutatni, hogy a matematikai magvi problémak a hétkdznapi életben is szinte az
utcan hevernek és mint lesz egy ilyen matematikai problémava.

Egy tarsasag il a kavéhazban egy asztal koriil, mindenki dohanyzik és egyetlen hamutalca van. Rogton felvet6ds
kérdés, hova tegyiik ,a lehets legméltanyosabban” a hamutartét. A matematikus rogton érzi, hogy a dolog lényegében
matematikai probléma, csak ki kell hdmozni a matematikai lényeget. De mi az, hogy a ,lehetd legméltanyosabban”?
Hogy mindegyiknek a lehetd legkevesebbet kelljen nyujtézkodnia? Ehhez mindenesetre tudni kell az egyes emberek
tavolsdgat a hamutalcatol. De a hamutélca kiterjedt; mely pontjanak tavolsdga szamit? Az ember tavolsiaga melyik
pontjatol szamit? Itt jon a feladat matematikaiva alakitasanak elsé lépése; a hamutélcat és az embereket pontoknak
tekintjiik. A hamutalcat reprezentalo pont az asztalon van; de hol vegyiik fel az embereket reprezentald pontokat? A
matematikai feladatta-alakitas masodik lépéseként vegyiik fel a személyeket reprezentalé pontokat az asztal hatargor-
béjén. Ezaltal legalabb az egyes embereknek a hamutélcatol valé tavolsagai meghatarozott értelemmel birnak és igy a
Hegméltanyosabb” elhelyezés diszkutalasa egyaltalan megkezdSdhetik. A matematikus azonban tapasztalatbol tudja,
hogy egy kérdés vizsgalatat célszerid egy lehetéleg egyszerd eseten kezdeni. Egy ilyen volna jelen esetben az, amikor a
tarsasag csak két taghol all, kezdjiik azzal.

Ez esetben a megoldas igen egyszertinek latszik; a két embert jelold két pont felezGpontjaba kell a hamutalcat
helyezni. Ezen megoldés ellen két kifogas emelhets. Az egyik az, hogy nem biztos, hogy a hamutalcat igy elhelyezve,
az az asztalra esik. Nem igaz ugyanis az, hogy egy gorbe két pontjat 6sszekots szakasz felezGpontja a gérbe belsejébe
esik; ilyen gorbére az 1. 4bran lathat6 példa.

1. dbra

Még csak az sem mondhaté, hogy ilyen alakban nem raknak asztalokat. Tehat egy tovabbi egyszertsits feltevéssel
éliink az asztal alakjéra vonatkozolag és az asztalt koralakinak tételezziik fel; ekkor az els§ kifogas elesik. A masodik a
yméltanyossag” kérdése. A két ember egyikének karja lehet lényegesen hosszabb, mint a méasiké; ez esetben a révidebb
karu bizonyos joggal gondolhatja, hogy az a méltanyos, ha a hamutalcat hozza annyiszor kozelebb rakjak, ahdnyszor az
6 karja rovidebb a masikénal. Ha a két ember koziil az egyik 1ényegesen id&sebb, mint a méasik, méltanyosnak tekintheti,
hogy a kort valamilyen kulcs szerint tekintetbe vegyék. Mar ezen példak is mutatjak, hogy a ,legméltanyosabb”
elhelyezésnél rendkiviil sok szempontot kellene figyelembe venni; amit tehetiink, az csak az, hogy e sok szempont
koziil a leglényegesebbeket vessziik tekintetbe, melyek mellett a megfelel§ matematikai feladatokat jelenlegi tudasunk
alapjan meg tudjuk oldani. A matematikai nehézségek mar az n = 3 esetben jelentkeznek, mely eset targyaldsara most
ratériink és amelynél tovabb nem is megyiink.

Az el6bbiek szerint ugy latszik, hogy ez esetben a feladatnak a kdvetkezd két matematikai forméaja lehet:

a) Ha a karhosszaktol eltekintiink, akkor a feladat: keresni az embereket jelz6 Py, P>, Ps pontoktol egyenld messze
fekvé P pontot.

b) Ha a karhosszakat is tekintetbe vessziik és ezek hosszai p1 < pa < ps, akkor a feladat: keresni egy olyan Ppontot,
amelyre

iPPl = iPP2 = 1

4! b2 b3
Azonban kénnyt latni, hogy ezek kiilonos konklazidhoz vezethetnek. Az a) esetben legyen Py P, Ps/A\ tompaszogt. Ekkor
a szébanforgé P pont nyilvan a koriilirt kor kézéppontja, ill. az asztalé. Ha azonban az asztal sugara nagy, akkor a
hamutalca mindegyiktsl igen messze esne, azaz ez esetben a legméltanyosabb elhelyezés mindharom dohényzé szamara
igen kényelmetlen megoldas egyben. Mivel a b) forma az a)-t tartalmazza p1 = pa = ps esetére, tehat b)-re ugyanez
all. Mi lehet tehat az a) és b) kovetelmények helyett annak matematikai megfogalmazésa, hogy a hamutélca mindenki
szaméra a ,lehetd legkényelmesebben” legyen elhelyezve? Probaljuk meg azt kovetelni, hogy a dohanyosok egyikének

se kelljen. ,tal” messzire nytlnia. Ez az els6 méltanyossagi definiciot alapul véve azt koveteli, hogy a PPy, PPy, PP;

PPs.
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szakaszok maximuma minimalis legyen, azaz P-t ugy kell valasztani, hogyﬁ
(1) maxPPl,PPg,PPg,
minimélis legyen, vagy keresendd

(2) m}in max PPy, PP>, PP

Hasonloképp a méasodik méltanyossagi definiciot alapul véve az optimélis P-t a

1 1 1
(3) max (—Ppl,—PPQ,—PP3)
P1 P2 p3

minimumat szolgéltatd P pont altal prébéljuk megadni, vagyis keresni a

1 1 1
4) min max (—PPl, — PPy, —PP3>
P p1 b2 p3

értekét. Mivel (3)—(4) nyilvan magaban foglalja (1)—(2)-t, elég ezzel foglalkozni. A (3) minimumét ad6 pontot, ha van
ilyen, minimizalénak fogjuk nevezni.

A feladat targyalasa tisztan elemi geometriai uton is lehetséges volna, ad hoc e feladatra csindlt gondolatmenettel.
Ehelyett egy méas utat fogunk kévetni, mely a hasonlo feladatok egész korére alkalmazhaté. Ehhez els6 lépésként azt
allitjuk, hogy a (3)-at minimizalé P pont, ha létezik, nem lehet a P P> P; haromszogon kiviil. Ha ugyanis P ezen a
haromszogon kiviil van, akkor tekintsiik a haromszog egy olyan oldalat, amely P-t elvalasztja a Py Po P3 haromszogtol;
legyen ez pl. P, P». Ekkor P-t a P-bél P; Pe-re bocsatott merdlegesen a hdromszoghtz kozelitve P-nek Py-t6l, Po-t6l és
P5-t0l valo tavolsagai mind csokkennek, azaz a (3) érték csokken. Tehét ha a minimizaldé P pont létezik, csak Py Po P3A
belsejében vagy keriiletén lehet.

Azt allitjuk tovabbé, hogy ahhoz, hogy a Py P, Ps/\ belsejében levé P pont a kivant minimumot adja, szikséges,
hogy fennalljon

1 1 1
(5) —PP, = —PP, = —PP;.
P1 D2 p3

Legyen ugyanis P olyan pont, amelyre (5) nem all fenn; ekkor a csicsok jelolését alkalmasan valasztva vagy

1 1 1
(6) — PP < —PP, < —PP;.
p1 P2 b3
vagy
1 1 1
(7) —PP1<—PP2:—PP3
b1 P2 D3

15— J RN [
all fenn. A (6) esetben P-t kozelitsiik Ps-hoz ,egy kiss¢”, P'-be; ezaltal — P P fogyott ,egy kicsit”. Az — PPy és — PP,
b3 b1 b2

értékek esetleg néttek ,egy kicsit”, de, ha P-t ,elég kevéssel” valtoztattuk meg, akkor még mindig kisebbek az — P’ P;
4!

11— 11— 1
és — P’ P, tavolsagok, mint — P’ Ps, ez pedig hatarozottan kisebb, mint —PPs;. A (6) esetben tehat
P2 b3 pP3

1 1 1 1 — 1 ——
max(—PPl,—PPz,—PPg,)=—PP3>—P’P3=
P b2 b3 b3 p3

1 1 1
= max (—P’Pl, — PP, —P’Pg)
b3

P1 D2
3Sz0kas véges sok ai,az,...,an szdm kozt az el6forduld legnagyobb, illetéleg legkisebb értéket a
max (a1, a2,...,an), illetleg min(a1,as,...,an),
. P . . . 1315 1 2n—1 ) .
jellel jelslni. Hasonléan jeldlhetd végtelen sok szam koziil a legkisebb, ha van ilyen (az 1, 2233 ,...szamok kozt pl. sem
n

legnagyobb, sem legkisebb nem szerepel). Ha ez a végtelen sok érték egy valtozo mennyiséghez, pl. egy pont lehetséges helyzeteihez van
egyértelmiien hozzarendelve, vagyis minden P ponthoz tartozik egy f(P) szameérték (pl. a max (PP;, PPz, PPs3) szam), akkor a ,max”,
vagy ,min” jel utan f(P)-t irjuk és a jel ald a valtozé mennyiség jelét, mint (2)-ben is tettiik. Ha ez a valtozod csak bizonyos korlatok kozt
valtozhat, ezt is feltiintethetjiik. Pl. egy adott O kbzépponta, r sugara kor belsejében felvett minimum igy jelolhetd;

min {(P)
OP <r



és igy P nem lehet a kivant minimumot ad6 pont. A (7) eset kényesebb, mert ott P-t tigy kell elmozditani, hogy PP
és PP3; mindkettdje fogyjon; ez azonban elérhetd, ha pl. P-t a P-bdl P, Ps-ra bocsatott merdleges mentén mozgatjuk
el ,egy kicsit” és ugyanugy jarunk el, mint elgbb. Ezaltal (5) be van bizonyitva.

Nézziik hasonloképp, mi a sziikséges feltétele annak, hogy a minimum egy keriileti P-re éressék el. Ha egy keriileti
P pontra

1 1 1
— PP < —PP, < —PP;.
P1 P2 p3

akkor P-t ismét a Ps felé kozelitve ,egy kissé”, adodik, mint elébb, hogy P nem lehet minimizal6é pont. Hasonloképp
lathato be, hogy ha

1 1 1
— PP, < —PP, = —PP;.
P1 P2 p3

és P a keriileten van, de nincs a P, P3 szakaszon, akkor P nem lehet minimizal6 pont. Ahhoz tehat, hogy a P minimizalo
pont a keriileten legyen, sziikséges, hogy P a P, P; szakaszon legyen és
1 1

1
(8) —PP, < —PP, = —PP;.
p1 p2 p3

legyen.
Adott p;, p2 és ps mellett nevezziik a Py P, Ps haromszoget ,,jo”-nak, ha keriiletén nincs (8) tulajdonsagu pont,
kiilénben ,rossz’-nak. P; P, P3/\ tehat akkor és csak akkor ,,jo”, ha a

1 1 1 1
—PlPé = —PéPQ, — P, P = —P|Ps,
b1 D2 P2 Ps3
1 —— 1 ——
9 — P3P, = —P,P
( ) D3 3472 P 241

relaciokkal Py Po-n, ill. P, Ps-on, ill. P;Pj-en egyértelmiileg meghatarozott Py, Py és P pontokra

1 1 1
(—Plpé :> —PéP2< —ngé,
p1 P2 p3

1 1 1
<—P2P1/ —> —P{Pg < —Plpll,
b2 b3 g1

1 1 1
10 — P3P _> — PP < —PPs.
( ) <p3 342 1 241 Do 24792

El6bbiek szerint tehat ,,jo” Py PaPs/\ esetén (8) elesik, azaz ez esetben ahhoz, hogy P minimizdld pont legyen, (5)
fenndlldsa sziikséges.

2. dbra

Legyen Py P> P3/\ most ,rossz”. Ez esetben azt allitjuk, hogy a A belsejében (5) nem teljesiilhet, amibdl kovetkezni
fog, hogy ez esetben ahhoz, hogy P minimizdld pont legyen, szikséges, hogy P a kerileten legyen és (8) fenndlljon.
Ugyanis, ha pl.

1
4!
akkor a P; P, P3/\ minden bels6é @ pontjara vagy

1 1
P1Pé2p—2PéP2>p—3P3Pé,

QP > PP,

vagy
QPQ > PéPg,



vagy ezek mindkettGje dll. Azaz minden belsé @ pontra

1 1 1 1 — 1 ——
max (—Plpé, _PéPQ, —lepg) = —Plpé = —PéPQ <
P b2 b3 n P2

l1—— 11— 1 1 1
(11) < max (_Qpla_QPQ) §max (_Qplu_QP27_QP3>
P1 D2 D1 D2 D3

és igy belsd pont nem lehet minimizalé. Ebbél az allitas kovetkezik.
Feladatunk teljes megoldasatol azonban még tavol vagyunk.



