3. Lényeges eltérést tapasztalunk a haromszogektdl a tetraéder magassdgvonalainak (a tetraéder csucsaibol a szem-
kozti lapokra bocséatott merdleges egyeneseknek) vizsgalatanal. Mig a haromszog magassagvonalai mindig egy pontban
(a haromszog magassagpontjaban) metszik egymast, a tetraéder négy magassagvonala altalaban nem rendelkezik ezzel
a tulajdonsaggal. S6t altalaban még az sem teljesiil, hogy a tetraéder két magassdgvonala metszi egymast. Bebizonyit-
juk ugyanis a tetraéder magassigvonalainak kdvetkez§ tulajdonsagat:

A tetraéder két csicsabol kiindulo magassdgvonalak akkor és csak akkor metszik eqgymdst, ha a csicsokat dsszekiotd
€l merdleges a szemkdzti €lre.

Bizonyitds. Jeloljiikk A'-vel, ill. B’-vel az A, ill. B csticsbol kiindulé magassagvonalak talppontjat a szemkdzti lapon
(8. abra).

8. dbra

Ha AA’ és BB’ metszik egymaést, akkor egy sikban vannak; ez a sik meréleges a BCD, ill. ACD sikokra, hiszen
tartalmazza az ezekre merdleges AA’, ill. BB’ egyenest; tehat merdleges a BC'D és ACD sikok C'D metszésvonalara
is; mivel pedig tartalmazza az AB egyenest, kapjuk, hogy

AB 1 CD

(ugyanis ha egy egyenes meréleges egy sikra, akkor a sik minden egyenesére meréleges).

Megforditva, tegyiik fel, hogy AB és C'D mer6legesek egyméasra. Mivel az AA’ magassagvonal meréleges a BC D
sikra, tehat mer6leges CD-re is. Innen adodik, hogy CD merdleges az ABA’ sikra, hiszen két egyenesére merdleges.
Hasonléan kapjuk, hogy C'D meréleges az ABB’ sikra is. Mivel pedig az AB egyenesen keresztiil egyetlen CD-re
merdleges sik fektethets, az ABA’ és ABB’ sikok azonosak, vagyis AA’ és BB’ egy sikban vannak, tehat metszik
egymast (parhuzamosak nem lehetnek, mert egymassal nem parhuzamos tetraéderlapokra merglegesek).

A fenti tételbsl kozvetleniil adodik a tetraéder magassagvonalainak a kovetkezs tulajdonsiga:

Ha a tetraéder két magassdgvonala metszi eqymdst, akkor a mdsik kettd is metszi eqymadst.

Ha pl. az A és B pontokbol kiindulé magassagvonalak metszik egymast, akkor az AB él meréleges a CD élre. De
ekkor egyuttal a C'D él is meréleges az AB élre, ez pedig az el6z6 tétel értelmében biztositja a C és D csticsokbol
kiindul6 magassagvonalak metszését. Ha e két metszéspont egybeesik, akkor a tetraéder négy magassiagvonala egyetlen
kozos ponton megy at; ezt a pontot a tetraéder magassdgpontjinak nevezziikk. A két metszéspont azonban altalaban
kiilonbo6z6; a magassagpont létezésére a kovetkezs sziikséges és elégséges feltétel mondhaté ki:

A tetraédernek akkor és csak akkor van magassdgpontja, ha a szemkézti élek pdaronként merdlegesek egymdsra.

A feltétel sziikségessége nyilvanvalo. Ha ugyanis van magassagpont, akkor mindegyik magassagvonal metszi mind-
egyiket ugyanabban a pontban, tehat a magassagvonalakra vonatkozo6 els6 tételbsl adodik, hogy barmelyik él merdleges
a szemkoztire.

Megforditva, ha a szemkozti élek merélegesek egymasra, akkor barmely két magassagvonal metszi egymast. Ekkor
viszont egy térbeli egyenesekre vonatkozo altalanos tételbdl kovetkezik (1. a 471. gyakorlatot), hogy a magassagvonalak
vagy mind egy sikban vannak, vagy egy ponton mennek at. De egy sikban nem lehetnek, mert akkor a tetraéder csiucsai
is egy sikban lennének, tehat egy ponton mennek at, és igy van magassagpont.

Megemlitjiik, hogy a tétel kimondasanal tal sokat koveteltiink meg. Elég annyit feltenni, hogy a tetraéder hdarom
szemkozti élpdrija kozil kettd merdleges egymdsra, ebbdl a harmadik szemkozti élpar merdlegessége mdr kévetkezik.

Legyen pl.

AB 1 CD és BC 1L AD.

A magassagvonalakra vonatkoz6 elsd tétel bizonyitasanél lattuk, hogy AB és C'D mer6legességébdl kovetkezik az is,
hogy CD merdleges az ABA’ sikra, tehat meréleges ezen siknak a BCD sikkal alkotott BA' metszésvonaldra is. A
BA’ egyenes tehat a BC' D haromszog egyik magassagvonala (9. abra).



9. dbra

Hasonléan adédik BC és AD merdlegességébdl, hogy DA’ is magassagvonal a BC'D haromszogben, amibél kovet-
kezik méar, hogy A’ a BCD haromszdg magassagpontja. Ekkor viszont CA’ L BD, és mivel AA" 1 BD, kovetkezik,
hogy BD meréleges az AC A’ sikra, tehat merdleges az ezen sikban fekvs AC egyenesre is, és ezt akartuk bizonyitani.

A magassagponttal rendelkezs tetraédert ortocentrikus tetraédernek nevezziikk (ortocentrum=magassagpont). A
fenti bizonyitasbol kiolvashatjuk az ortocentrikus tetraédernek azt a tulajdonsigat, hogy cstcsainak a szemkozti lapo-
kon levé mer6leges vetiiletei a lapok magassagpontjai. Ezt figyelembe véve konnyt megadni olyan tetraédert, melynek
egyik szemkozti élparja merdleges egymasra, de nincs magassagpontja. Ilyen pl. az a tetraéder, melynek alapja a (nem
derékszogt, de kiilénben tetszéleges) BC' D haromszog, negyedik csucsanak, A-nak a szemkozti lapon levs merdleges
vetiilete megegyezik a BC'D haromszog valamelyik cstiicsaval, pl. B-vel. Ennél a tetraédernél nyilvin AB merdéleges
C D-re, de a tO6bbi szemkdzti élek nem merdlegesek egymasra, tehat nincs magassagpont.

Az ortocentrikus tetraéder nemcsak a szemkozti élek merGlegességével jellemezhets. Fennall ugyanis a kovetkezd
tétel:

A tetraéder akkor és csak akkor ortocentrikus, ha a szemkizti éleinek felezdpontjait dsszekdtd egyenesszakaszok (a
tetraéder éltengelyei) egyenldk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az ABCD tetraéder ortocentrikus. Jeloljiik az élek felez&pontjait a 10. abra szerint
Fl) F27 F37 F47 F57 Fﬁ_ta‘l'

10. abra

Tudjuk, hogy a szemkozti élek felezGpontjait 6sszekots egyenesszakaszokat, pl. Fy Fo-t és F3Fy-et a stulypont felezi,
amibdl kovetkezik, hogy Fy F3F» Fy parallelogramma, melynek kézéppontja SI Mivel a tetraéder ortocentrikus, szem-
kozti élei, pl. BC és AD mer6legesek egymasra. De BC' és AD mer6legességébdl kovetkezik a veliik parhuzamos Fy Fs
és F3Fy oldalak merdlegessége is, amibdl viszont adédik, hogy Fy F3 Fy Fy téglalap. Mivel pedig a téglalap atloi egyen-
16k, kaptuk, hogy F} F» = F3Fy. Hasonldan adodik, hogy F3Fy = F5Fg, amib6l mar kovetkezik, hogy az ortocentrikus
tetraéder mindharom éltengelye egyenlé hossztusagu.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a tetraéder éltengelyei egyenlé hosszisaguak. Ez azt jelenti, hogy pl. az Fy F3FsFy
parallelogramma 4tl6i egyenlSk, amibd&l kovetkezik, hogy az téglalap. De ekkor Fy Fj és F3Fy, és igy a veliik parhuzamos

4Az a tény, hogy F)F3F»Fy parallelogramma, kdvetkezik abbol is, hogy FiF3 az ABC haromszdgben, FoFy a DBC haromszdgben a
BC oldallal parhuzamos kozépvonal, és igy

1
F1F3 || FoFy, valamint F1F3 = FoFy = EBC



BC és AD élek is merélegesek egymaésra. Hasonldan kapjuk, hogy a tetraéder masik két szemkozti élparja is meréleges
egymaésra, tehat a tetraéder ortocentrikus.

Megemlitjiik a kapott tételnek egy érdekes kovetkezményét. Mivel az ortocentrikus tetraéder éltengelyei egyenls
hosszusaguak, és a stulypont az éltengelyeket felezi, a stulypont egyenls tavol van a tetraéder élfelezGpontjaitol. Mas
szoval, ortocentrikus tetraédernél a hat élfelezépont egy gombon helyezkedik el, melynek kdzéppontja a silypont. Ezt a
gombét nevezziik az ortocentrikus tetraéder mdsodik Feuerbach-gombjének. (Az elnevezés indokolasat lasd késsbb.)

4. Ismeretes a haromszognek az a nevezetes tulajdonsaga, hogy a magassdgpont, a sdilypont és a koriilirt kor
kozéppontja egy egyenesen van, mégpedig a sulypont a mésik kett6 altal meghatarozott szakasznak a koriilirt kor
kozéppontjahoz kozelebbi harmadolépontja. Ezt az egyenest a haromszog Euler-egyenesének nevezziik. A tetraéder
fenti nevezetes pontjai is rendelkeznek hasonlé tulajdonsaggal. (A kovetkezskben feltessziik, hogy a tetraédernek van
magassagpontja, vagyis ortocentrikus.)

Ortocentrikus tetraédernél a magassdgpont (M), a silypont (S) és a kérilirt gomb kizéppontja (O) egy egyenesen
van; a sulypont a mdsik kettd dltal meghatdrozott szakasz felezdpontja. Ezt az egyenest a tetraéder Euler-egyenesének
nevezzik.

A bizonyitdsndl fel fogjuk hasznalni a haromszog Euler-egyenesére vonatkozo tételt. Jeloljikk a tetraéder magas-
sdgpontjanak mer6leges vetiiletét a tetraéder valamelyik, pl. BC'D lapjan M;-gyel, a koriilirt gémb kdzéppontjanak
merdleges vetiiletét ugyanezen a lapon O;-gyel. A magassagpontnak és a koriilirt gémb kozéppontjanak vizsgéalatanal
lattuk, hogy M; a BCD haromszog magassagpontja, O a koriilirt kor kozéppontja. Az Oy M egyenesen, a BC'D
haromszog Euler-egyenesén rajta van a haromszog S sulypontja. Mivel tovabba az M; pont egyuttal a tetraéder A
cstcsanak is meréleges vetiilete a BC'D lapon, a tetraéder ASy stulyvonala, és igy az ezen levg S stlypont is az O és
M pontokkal egyiitt benne van az O M; egyenesen atmend, a BCD sikra mer6leges sikban (11. abra).
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11. dbra

Tudjuk, hogy az S silypont az AS; sulyvonalat negyedeli, az S; pont pedig az O1M; egyenest harmadolja, ko-
vetkezésképpen S-nek a BCD lapon levs meréleges vetiilete az O1 M7 egyenesszakasz felez6pontja (Fy) (1. az abrat).
Kaptuk tehat, hogy az M, S, O pontoknak a tetraéder tetszdleges lapjan levé meréleges vetiiletei egy egyenesbe esnek,
mégpedig az S pont vetiilete a méasik két vetiileti pontot 6sszekots szakasz felez6pontja. Ebb6l viszont mar kovetkezik,
hogy az M, S, O pontok is egy egyenesbe esnek és S az OM szakasz felez6pontja. (Ehhez elég lenne annyit tudni,
hogy az M, S, O pontok vetiiletei két tetraéderlapon egy egyenesbe esnek, ebbsl mar kdvetkezik, hogy rajta vannak
a vetiiletekben &llitott merdleges sikok metszésvonalan.) Ez az egyenes éppen a tetraéderlapok Euler-egyeneseiben
ezekre a lapokra allitott meréleges sikok k6zos egyenese, méas szoval a tetraéder Euler-egyenesének merdéleges vetiiletei
a tetraéderlapok Euler-egyenesei.

5. Végiil vizsgaljuk a haromszog Feuerbach-korének (az oldalfelez&pontokon dtmend kornek) megfelelGjét a tetra-
édernél. A Feuerbach-kor fogalméat kétféleképpen is altaldnosithatjuk ortocentrikus tetraéderre. Ha figyelembe vessziik,
hogy a haromszog oldalfelezépontjai az oldalak sulypontjai, akkor ezeknek megfeleltethetjiik a tetraéder lapsiulypont-
jait. Igy a Feuerbach-kor elsé altalanositasaként adodik a tetraéder lapsulypontjai altal meghatarozott gomb. Ezt a
gbmbot a tetraéder elsd Feuerbach-gémbjének nevezziik. A haromszog oldalfelezGpontjainak mésrészt megfeleltethetjiik
a tetraéder éleinek felezGpontjait is. Igy a Feuerbach-kor masodik altalanositasakent adodik az ezek altal meghataro-
zott gomb. Ezzel a gombbel mar talalkoztunk, és éppen ezt neveztilk mdsodik Feuerbach-gombnek. Az elnevezést az
indokolja, hogy ez a gémb a Feuerbach-kor egyik altalanositasa.

Ismeretes, hogy a haromszog Feuerbach-kore a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik: kozéppontja az Euler-
egyenesen a koriilirt kor kézéppontja és a magassagpont altal meghatarozott szakasz felezGpontja, sugara a koriilirt
kor sugaranak fele, &tmegy a magassagvonalak talppontjain, valamint a magassidgpontot a hiromszog csicsaival Gssze-
k6t6 szakaszok felez6pontjain. A haromszog Feuerbach-korének ezen tulajdonsagait a tetraéder els§ Feuerbach-gombje
orokli, ami mutatja, hogy ez a gomb a Feuerbach-kor kozvetlen megfelelGje (ez indokolja az els$ elnevezést is). Be-
bizonyitjuk ugyanis, hogy az elsé Feuerbach-gémb a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik: kdzéppontja az Euler-
egyenesen az OM szakasz M -hez kézelebbi harmadolépontja, sugara a tetraéder kéré irt gomb sugardnak harmada,



dtmegy a tetraéder magassigvonalainak talppontjain (a lapok magassigpontjain), végil a magassigpontot a csicsokkal
0sszekdtd szakaszokat a magassagponthoz kozelebbi harmadolopontokban metszi. Mivel az elsé Feuerbach-gdmb ezen
utébbi nyolc ponton kiviil definicié szerint tartalmazza a négy lapsdlypontot is, szokds ezt a gombot a tizenkét pont
gombjének nevezni.

A bizonyitisndl hasonlé médon jarhatunk el, mint a haromszog Feuerbach-korére vonatkozo tétel egyik bizonyi-
tasanal. Az els§ Feuerbach-gomb a lapsilypontok altal meghatarozott 5759555, tetraéder koré irt gémb. Mivel az
S sulypont a tetraéder sulyvonalait negyedeli, kapjuk, hogy az 515253954 tetraéder az ABCD tetraédernek az S ko-
zéppontbdl térténs egyharmadéra vald zsugoritasaval és S-re valo tiikrozésével keletkezik. Ebbél kovetkezik, hogy a
Feuerbach-gombot az ABCD tetraéder koré irt gombnek S-b6l torténs egyharmadéara valo zsugoritasaval és S-re valo
tiikrozésével kapjuk, tehat kézéppontja (F) rajta van az OS egyenesen, mégpedig az egyenesnek S-t6l szamitva O-val

1
ellentétes oldalan, és SF = gOS. Innen OS = SM felhasznalasaval adodik, hogy

FM = %OF,

vagyis F az OM szakasz harmadolopontja. Ugyancsak kozvetleniil adddik az egyharmados zsugoritasbol, hogy a
Feuerbach-gomb sugara a tetraéder koré irt gomb sugaranak harmada. Annak belatasara, hogy a gdbmb tartalmazza a
magassagvonalak talppontjait, elegendd igazolni, hogy az egyik, pl. az AM magassagvonal M; talppontjat tartalmazza,

hiszen a magassagvonalak kozott egyik sem jatszik kitiintetett szerepet. Ez kovetkezik abbél, hogy FM = EOF miatt
F rajta van az S1M; szakasz felez6pontjaban a BC'D sikra allitott merélegesen, tehat

FS) = FM;.

De S5, rajta van a Feuerbach-gémbon, és igy az F' kozépponttol ugyanolyan tavolsagra levé M; pontnak is sziikség-
képpen rajta kell lennie (12. abra).
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12. dbra

Végiil a tételben kimondott utolsé tulajdonsig igazolasahoz elegendd ismét az M pontot az egyik, pl. A cstcesal
osszekots szakasz M-hez kozelebbi M, harmadolépontjarol kimutatni, hogy a Feuerbach-gémboén van. Ennek igazola-
séhoz jeloljiik az SM szakasznak az M-hez kozelebbi harmadolopontjat H-val. Mivel az AM S haromszégben M{ H az
AM és SM oldalak harmadolopontjait koti 6ssze, kapjuk, hogy

M|H = %AS = 551,

valamint M{ H és SS; parhuzamosak, tehat H M, SS; parallelogramma, melynél az S; M 4tl6 felez6pontja megegyezik
az SH atlo F felezGpontjaval. Kovetkezésképpen

FS; = FM],

tehat M] rajta van a Feuerbach-gombon, mégpedig az S; ponttal atellenes pont. Ezzel az elsé Feuerbach-gémb sszes
kimondott tulajdonsagét igazoltuk.

Befejezésiil megemlitjiik a tetraéder mdsodik Feuerbach-gombjének egy tulajdonsagat. Mivel a tetraéder barmelyik
lapjat hatarolo élek felezGpontjai a masodik Feuerbach-gébmbén vannak, az illet6 haromszoglap sikja a gémbot a
haromszog Feuerbach-kérében metszi. Ebbdl viszont, figyelembe véve a haromszog Feuerbach-korének tulajdonsigait,
kovetkezik, hogy a masodik Feuerbach-gémb atmegy a tetraéderlapok magassagvonalainak talppontjain, valamint
béarmelyik lap magassagpontjat az illet lap cstcsaival 6sszekots szakaszok felez&pontjain.



