
A térgeometria egyik érdekes feladata annak vizsgálata, hogy az egyes síkbeli alakzatoknak és azok tulajdonságainak

milyen alakzatok és ezeknek milyen tulajdonságai felelnek meg a térben. A legegyszer¶bb sokszögnek, a háromszögnek

térbeli megfelel®je a tetraéder vagy háromoldalú gúla.
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Ebben a ikkben a háromszög nevezetes egyeneseinek és

pontjainak a tetraédernél található megfelel®it vizsgáljuk. Látni fogjuk, hogy a háromszög nevezetes egyeneseinek és

pontjainak megfelel®i általában megtalálhatók a tetraédernél is, és ezek hasonló tulajdonságokkal rendelkeznek, mint

a háromszög nevezetes egyenesei és pontjai. Ezen tulajdonságok körét azonban a tetraéder térbeli mivoltából adódó

olyan tulajdonságokkal is ki fogjuk egészíteni, amelyek a háromszögnél nem lépnek fel.

1. A háromszög súlyvonalainak mintájára beszélhetünk a tetraéder súlyvonalairól. A tetraéder súlyvonalainak ne-

vezzük a tetraéder súsait a szemközti háromszöglapok súlypontjaival összeköt® egyeneseket. A tetraéder súlyvonalai

a háromszög súlyvonalaihoz hasonló tulajdonsággal rendelkeznek:

A tetraéder négy súlyvonala egy pontban metszi egymást; ez a pont a súlyvonalakat a sústól számítva 3 : 1 arányban

osztja (a súlyvonalak �negyedel®pontja�). Ezt a pontot a tetraéder súlypontjának nevezzük.

Bizonyítás. Jelölje a tetraéder A, B, C, D súsaival szemközti lapok súlypontjait rendre S1, S2, S3, S4. Válasszunk

ki két tetsz®leges súlyvonalat, pl. AS1-et és BS2-t (1. ábra).

1. ábra

S1 ill. S2 rajta van a BCD háromszög BF2, ill. az ACD háromszög AF2 súlyvonalán (F2 a CD él felez®pontja),

tehát az AS1 és BS2 súlyvonalak benne vannak az A, B és F2 pontok által meghatározott síkban, és így szükségkép-

pen metszik egymást egy S pontban. Az ABF2 háromszögben S1, ill. S2 a BF2, ill. AF2 oldalakat F2-b®l kiindulva

harmadolja, tehát S1S2 párhuzamos az AB oldallal és annak harmadrésze. Innen adódik, hogy az ABS és S1S2S

háromszögek hasonlók, mégpedig az S1S2S háromszög az ABS háromszögnek S középpontból történ® harmadára

való kisinyítésével és S-re vonatkozó tükrözésével keletkezik, amib®l következik, hogy SS1 az AS, SS2 a BS szakasz

harmada, vagyis S az AS1 és BS2 súlyvonalak negyedel®pontja. Mivel bármely két súlyvonal metszéspontja mind-

egyiknek negyedel®pontja, és minden súlyvonalnak egyetlen negyedel®pontja van, így mind a négy súlyvonal egyetlen

közös ponton megy át, mely mindegyiknek negyedel®pontja.

A fenti tétel bizonyítását felhasználva bebizonyítjuk a súlypontnak egy további érdekes tulajdonságát:

A tetraéder szemközti éleinek felez®pontjait összeköt® egyenesek a tetraéder súlypontján mennek át. A súlypont a

szemközti élek felezöpontjait összeköt® egyenesszakaszok felez®pontja.

Bizonyítás. Jelöljük a tetraéder két szemközti élének, pl. AB-nek és CD-nek felez®pontját F1-gyel és F2-vel. Az

el®z® tétel bizonyításánál szerepl® ABF2 háromszögben az F1F2 egyenes az F2 súsból kiinduló súlyvonal, tehát az

AB-vel párhuzamos S1S2 egyenesszakaszt is annak F3 felez®pontjában metszi (2. ábra).

2. ábra
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A következ®kben mindig általános (nem supán szabályos) tetraéderr®l lesz szó.
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Az F1F2 egyenes tehát összeköti az ABS és S1S2S hasonló háromszögek egymásnak megfelel® AB és S1S2 oldala-

inak F1 és F3 felez®pontjait, következésképpen átmegy a háromszögek S hasonlósági pontján, a tetraéder súlypontján.

Mivel S a két említett háromszög hasonlósági pontja, adódik továbbá, hogy S az F1F3 szakasznak is negyedel®pontja.

Másrészt az S1 és S2 harmadolópontokat összeköt® szakasz az F1F2 szakaszt is az F3 harmadolópontban metszi. E két

utóbbi tényb®l viszont már következik, hogy S az F1F2 szakasz felez®pontja. Mivel mindez elmondható a tetraéder

bármely két szemközti élének felez®pontjait összeköt® szakaszról, állításunkat bizonyítottuk.

2. A háromszög további nevezetes pontjai a körülírt kör középpontja, a beírt kör középpontja, valamint a hozzáírt

körök (a háromszög egy�egy oldalát kívülr®l érint® körök) középpontjai. Ezek megfelel®i is megtalálhatók a tetraéder-

nél.

A háromszög köré írt kör középpontját az oldalfelez® mer®legesek metszéspontja szolgáltatta. A háromszög oldalfe-

lez® mer®legeseinek a tetraédernél megfelelnek az élek felez®pontjain átmen® és az élekre mer®leges síkok (az élek felez®

mer®leges síkjai), ugyanis a térben két ponttól egyenl® távolságra lev® pontok mértani helye éppen ez a sík. Ezen síkok

hasonló tulajdonsággal rendelkeznek, mint a háromszög oldalfelez® mer®legesei. Fennáll ugyanis a következ® tétel:

A tetraéder éleinek felez® mer®leges síkjai egy ponton mennek át; ez a pont egyenl® távol van a tetraéder súsaitól,

tehát a tetraéder köré írt gömb középpontja.

Bizonyítás. Vegyük a tetraéder egyik lapját, pl. BCD-t határoló élek felez® mer®leges síkjait. Ezen síkok pontjai

rendre egyenl® távol vannak a B és C, C és D, D és B súsoktól, tehát BCD háromszög síkját a háromszög

oldalfelez® mer®legeseiben metszik. Következésképpen mindhárom sík átmegy ezek közös pontján, a háromszög köré írt

kör középpontján. Mivel továbbá ezek a síkok mer®legesek a BCD síkra (ugyanis a BCD sík tartalmazza a rájuk rendre

mer®leges BC, CD, DB egyeneseket), így mindhárom sík tartalmazza a BCD háromszög köré írt kör középpontjában

a háromszög síkjára állított mer®leges egyenest. Ennek pontjai az el®bbiek szerint egyenl® távol vannak a B, C, D

súsoktól. Messük el most ezen egyenest a tetraéder egy további élének, pl. AB-nek felez® mer®leges síkjával. Mivel

ez utóbbi sík pontjai egyenl® távol vannak az A és B súsoktól, a kapott metszéspont egyenl® távol van mind a négy

sústól, tehát rajta van az AC és AD élek felez® mer®leges síkjain is.

A fenti bizonyításból azt is leolvashatjuk, hogy a tetraéderlapok köré írt körök középpontjaiban a lapokra állított

mer®leges egyenesek egy ponton, a tetraéder köré írt gömb középpontján mennek át. Más szóval, a tetraéder köré írt

gömb középpontjának a tetraéderlapokon lev® mer®leges vetületei a háromszöglapok köré írt körök középpontjai.

A háromszögbe beírt kör középpontját a bels® szögfelez®k metszéspontja szolgáltatta. A háromszög bels®, ill. küls®

szögfelez®inek a tetraédernél megfelelnek a bels®, ill. küls® lapszögek szögfelez® síkjai (lapszögfelez® síkok), ugyanis két

síktól egyenl® távolságra lev® pontok mértani helyét ezek a síkok adják. A tetraéder lapszögfelez® síkjai a háromszög

szögfelez®ihez hasonló tulajdonsággal rendelkeznek:

A tetraéder bels® lapszögjelez® síkjai egy ponton mennek át; ez a pont egyenl® távol van a tetraéder lapjaitól, tehát

a tetraéderbe beírt gömb (a tetraéder lapjait belülr®l érint® gömb) középpontja.

Bizonyítás. Vegyük a tetraéder egyik súsában, pl. A-ban találkozó lapok bels® szögfelez® síkjait. Az AB élen

átmen® bels® lapszögfelez® sík pontjai egyenl® távol vannak az ABC és ABD síkoktól, az AC élen átmen® bels®

lapszögfelez® sík pontjai az ABC és ACD síkoktól. Ebb®l adódik, hogy a két sík metszésvonalának pontjai egyenl®

távol vannak az ABC, ABD, ACD síkoktól, következésképpen ez az egyenes rajta van az AD élen átmen® bels®

lapszögfelez® síkon is. Azt kaptuk tehát, hogy az A súsban találkozó három bels® lapszögfelez® sík egy egyenesben

metszi egymást. Messük el most ezen egyenest a tetraéder egy további élén, pl. BC-n átmen® bels® lapszögfelez®

síkkal. Ezen sík pontjai egyenl® távol vannak az ABC és BCD síkoktól, tehát a kapott metszéspont, amely mindig a

tetraéder belsejében van, egyenl® távol van mind a négy tetraéderlaptól, és így rajta van a CD és DB éleken átmen®

bels® lapszögfelez® síkokon is.

A háromszög oldalait kívülr®l érint® körök megfelel®i is megtalálhatók a tetraédernél. Vegyük ugyanis pl. a tetraéder

A súsában találkozó három bels® lapszögfelez® sík közös egyenesét, és messük el azt most a tetraéder egy további

élén, pl. BC-n átmen® küls® lapszögfelez® síkkal. Az el®z® tétel bizonyításához hasonlóan adódik, hogy a kapott

metszéspont egyenl® távol van a tetraéder összes lapjaitól. Másrészt a pont nyilván a tetraéderen kívül, abban a

végtelenbe nyúló térrészben helyezkedik el, melyet a BCD sík, valamint a többi tetraéderlapoknak a BC, CD, DB

éleken túli meghosszabbításai határolnak. Ez a pont tehát rajta van a CD és DB éleken átmen® küls® lapszögfelez®

síkokon is, és a tetraéder BCD lapját kívülr®l, valamint a többi lapok meghosszabbításait érint® gömb (a BCD laphoz

hozzáírt gömb) középpontja. Ilyen hozzáírt gömb a tetraéder minden lapjához található, tehát összesen négy van.

A háromszögnél a beírt kör és a hozzáírt körök az összes érint®kört szolgáltatják. Ez nyomban belátható, ha

meggondoljuk, hogy a háromszög oldalegyeneseinek meghosszabbításai a síkot hét részre darabolják szét, de ezek

között sak négy olyan van, amelyet mindhárom oldal vagy azok meghosszabbítása határolja (3. ábra; I, II, III, IV

síkrészek), márpedig érint®körök sak ezekben a síkrészekben lehetnek.
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3. ábra

Ha most vizsgáljuk a tetraéder lapjain átfektetett síkok által szétdarabolt teret, a kapott térrészek közül sak

azokban található érint®gömb, amelyeket mind a négy sík határol. Az el®bbiekben öt ilyen térrészt már találtunk,

itt helyezkednek el a beírt gömb és a hozzáírt gömbök. A többi térrészek között vannak a tetraéder �súsokon túli

meghosszabbításai�, amelyek megfelelnek a háromszög szögeihez tartozó sússzögtartományoknak (a 3. ábrán az 1,

2, 3-mal jelölt síkrészek). Egy ilyen végtelenbe nyúló térrészt a tetraéder valamelyik súsában találkozó lapjainak a

súson túli meghosszabbításai határolnak. Ezekben nem lehetnek érint®gömbök, mert mindegyiket sak három sík

határolja. Fennmaradnak még a tetraéder �éleken túli meghosszabbításai�. Egy ilyen térrészt a tetraéder valamelyik

élében találkozó két lapjának az élen túli meghosszabbításai, valamint a másik két lapon átfektetett síkok határolnak.

Mindegyik élhez tartozik egy ilyen �vályúszer¶� végtelenbe nyúló térrész, mindegyiket mind a négy tetraéderlapon

átfektetett sík határolja, tehát tartalmazhatnak érint®gömböt. (A BC és AD élekhez tartozó �vályúszer¶ térrészeket�

lásd a 4. ábrán.)

4. ábra

A kapott hat térrész közül azonban sak három tartalmaz olyan gömböt, amely a tetraéder összes lapjainak meg-

hosszabbításait érinti (küls® érint®gömb). Ugyanis a tetraéder két szemközti éléhez, pl. a BC-hez és AD-hez tartozó

�vályúszer¶ térrészekben� lev® küls® érint®gömbök középpontjainak rajta kell lenniök a BC és AD éleken átmen®

bels® szögfelez® síkok metszésvonalán, valamint egy további élen, pl. AB-n átmen® küls® szögfelez® síkon (hiszen pl. az

AB-n átmen® bels® szögfelez® síknak az el®bbi egyenessel való metszéspontja a tetraéderen belül lenne, és így a beírt

gömb középpontját adná). Aszerint tehát, hogy ez utóbbi síknak az el®bbi szögfelez® síkok metszésvonalával alkotott

metszéspontja a BC vagy az AD élhez tartozó �vályúszer¶ térrészben� van, az egyik vagy másik térrészben kapunk

küls® érint®gömböt. (Ez a metszéspont valóban küls® érint®gömb középpontja, hiszen egyenl® távol van a tetraéder

összes lapjaitól, és így szükségképpen rajta van az AC, CD, DB éleken átmen® küls® szögfelez® síkokon is). Azt kap-

tuk tehát, hogy a tetraéder két szemközti éléhez tartozó �vályúszer¶ térrészek� egyikében lehet sak küls® érint®gömb,

tehát összesen három küls® érint®gömbhöz juthatunk.
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Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy a tetraédernek általában nyol érint®gömbje van (beírt gömb, négy hozzáírt

gömb, három küls® érint®gömb). Az érint®gömbök sugarai között hasonló összefüggések találhatók, mint a háromszög-

nél (l.a 878. feladatot).
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Megjegyezzük, hogy nem minden tetraédernél található küls® érint®gömb, hiszen pl. a BC és AD éleken átmen® bels® szögfelez®

síkok metszésvonala párhuzamos is lehet az AB-n átmen® küls® szögfelez® síkkal. Az olvasó könnyen meggy®z®dhet róla, hogy a szabályos

tetraéder például ilyen tulajdonságú.

3



A tetraédernél felmerül egy újabb érint®gömb lehet®sége. Feltehet® a kérdés, van-e olyan gömb, amely a tetraéder

összes éleit bels® pontban érinti (élérint® gömb). Látni fogjuk, hogy ilyen gömb általában nem létezik. Annak megál-

lapítására, hogy milyen esetben létezhetik ilyen gömb, vegyünk egy olyan tetraédert, amelynek van élérint® gömbje,

és vizsgáljuk meg, milyen összefüggést állapíthatunk meg ebb®l a feltételb®l kiindulva. Jelölje a gömb érintési pontjait

a tetraéder élein E1, E2, E3, E4, E5, E6 (5. ábra).

5. ábra

Mivel küls® pontból a gömbhöz húzott érint®szakaszok hossza egyenl®,
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így ezek a pontok az éleket olyan szakaszokra osztják, amelyek között fennállnak a következ® egyenl®ségek:

AE1 = AE2 = AE3 = s1, BE1 = BE4 = BE6 = s2,

CE2 = CE4 = CE5 = s3, DE3 = DE5 = DE6 = s4.

Vizsgáljuk a szemközti élek összegét. Ezekre a fenti egyenl®ségeket felhasználva kapjuk, hogy

AB + CD = BC +AD = AC +BD = s1 + s2 + s3 + s4;

vagyis megállapíthatjuk, hogy az élérint® gömbbel rendelkez® tetraéder szemközti éleinek összege mindhárom élpárra

ugyanakkora.

Ez utóbbi tulajdonság általában nem teljesül, tehát a tetraédernek általában nins élérint® gömbje. Vegyünk

ugyanis pl. egy olyan tetraédert, melynek alapja szabályos háromszög (BCD), negyedik súsának, A-nak a BCD

lapon lev® mer®leges vetülete megegyezik a BCD háromszög valamelyik súsával, pl. B-vel (7. ábra).
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Ez utóbbi azonnal belátható, ha meggondoljuk, hogy az O középpontú, KE érint®szakasszal rendelkez® kört az OK tengely körül

megforgatva (6. ábra) gömböt kapunk, a KE szakasz megforgatásával pedig a K pontból a gömbhöz húzott érint®ket kapjuk.

6. ábra
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Ennél a tetraédernél az alapélek egyenl®k, az ezekkel szemközti oldalélek közül AC és AD egyenl®k egymással, AB

viszont ezekt®l különböz®, tehát a szemközti élek összege is különböz®:

AB + CD 6= AC +BD = AD +BC.

Bebizonyítható, hogy az élérint® gömb létezésére kapott feltétel nemsak szükséges, hanem elegend® is, vagyis ha

a tetraéder szemközti éleinek összege mindhárom élpárra ugyanakkora, akkor rendelkezik élérint® gömbbel. Ennek a

tételnek az igazolását az olvasóra bízzuk (l. a 879. feladatot).
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