Az alabbiakban kozoljiikk a haladok (II. osztalyosok) versenyén kittizott feladatok megoldésait.
L. fordulo

1. feladat. Egy vonat elindul A-bél és egyenletes mozgassal halad B felé. 11 perccel késdbb elindul B-bél egy vonat
ugyanazon az utvonalon, ugyancsak dllandd sebességgel A felé. A taldlkozdstol szamitva 20, ill. 45 perc milva érnek a
vonatok B-be, ill. A-ba. Milyen ardnyban osztja a T taldlkozdsi pont az AB tdvolsdgot?

I. megoldas: Ha az A-bol induld vonat sebessége vy a B-bdl induldéé vy, akkor a talalkozas utdnra vonatkozo
adatokbol AT 9
. U2
200 =TB 45v9 =T A b6 —=--—.
vy , va , amib6 o = o
Viszont a T-ig megtett utakhoz sziikséges id6ket szamitva ki, ezek kiilonbsége 11 perc, vagyis
AT TB

— - — =11
V1 (%)

(
Ide T'A és T'B imént kapott értékét behelyettesitve, és a 2 = y értékkel végig szorozva, utébbira a
U1

4542 —11lu—20=0

egyenletet kapjuk. Innen, csak a pozitiv gyokot véve figyelembe,

4 AT 99
YT B8 Tt Ty

II. megoldas: Legkonnyebb arra az idére egyenletet felirni, amely valamelyik vonatnak indulastol a T pontba
jutasig vagy az egész ut megtételéhez sziikséges. Ebben még a szemléletet is segitségiil vehetjiik, mert kozelebbi
adatok nélkil is vazolhatjuk a viszonyokat szemléltets grafikon szerkezetét (lasd az 1. abrat, amelyen vizszintesen az
idst, fiiggtlegesen a megtett utat abrazoltuk).
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1. dbra

Ha pl. az A-bol induld vonat T-be érkezéséhez sziikséges t id6t akarjuk kiszamitani, akkor az dbran azonosan

sraffozott hasonlé haromszogekbdl
t 45

20 t—11
Az egyenlet mindkeét oldalan éppen (a kiszamithato arany all.) Atrendezve (ha t # 11)

t2 — 11t — 900 = 0,

és az egyenlet pozitiv gyoke

11461
t= ML 36,
2
a keresett ardny pedig
AT t 9
TB 20 5

A fent emlitett 3 tovabbi id6tartam barmelyikébdl indulva ki teljesen hasonldéan jarhatunk el.



II1. megoldas: Kozvetleniil a keresett ©+ = AT /BT aranyra is éllithatunk fel egyenletet. Az A-bol indul6 vonat
ugyanis 20z perc alatt érkezik A-bol T-be, a B-bol indulé pedig 45/« perc alatt B-bdl T-be. A feladat els6 része szerint
pedig

20 — — =11 azaz 20z° —1lx —45=0.
x
Innen, csak a pozitiv gyokot véve tekintetbe
11+61 9
xr= =

40 5

2. feladat. Egy a oldalu négyzet két szomszédos oldaldt 6, ill. 10 egyenld részre osztjuk, majd dsszekotjik a kdzds
csucstol = tdvolsdgban levd elsd osztdspontot a szomszédos oldalnak a kézds csiucstol szamitott negyedik osztdspontjdval.
Bizonyitsuk be, hogy az igy nyert 6sszekotd egyenes érinti a négyzetbe irhato kort.

I. megoldas: Valasszuk a négyzet oldalanak felét mértékegységiil. Legyenek a négyzet A csucsabol indulo oldalakon
a beirt kor érintési pontjai U, V', a kor kozéppontja K, az AU szakaszon AB = 3’ az AV-n AC = % (2. abra).

2. dbra

Azt kell megmutatni, hogy BC tavolsdga K-to6l 1, amit dgy is fogalmazhatunk, hogy a BCK haromszog K-
boél huzott KT = m magassaga egységnyi. Ezt a magassagot a haromszog teriiletének meghatarozasan keresztiil
szamithatjuk ki konnyen. Az ABC, BKU, CKV haromszogek teriiletei rendre

11 4 2 1 2

Pythagoras tételével kiszamitva a BC' oldalt
1\? [4\® 25+144 [13\° 13
B 2 — — — = — = _— B = —.
¢ <3) +<5> 925 <15) » azaz BO =17

_ 2
- = -

Igy

m 1.

Es ez volt a bizonyitando.

II. megoldas: Az el6z8 megoldas jeloléseit hasznéljuk. Legyen KV és BC metszéspontja D (2. abra). Kiszamit-
hatjuk KT-t hasonloé haromszogekbdl is. Az ABC és T DK héaromszogek hasonlok, igy

KT Ca

(1) — =
KD Cg

BC-re, mint az el6z6 megoldasban, Pythagoras tétele segitségével 13/15 adodik. Mivel az ABC és V DC' harom-

szogek is hasonlok, azért

VD AB _AB 15 1 1
ve ~ac b VP =gs =315 T 1w



és igy (1)-bol
CA 4 15 1 4 15 13
KT=—-~.KD=-— . [1+—)=2.2.2=
CB 513<+12) 5 13 12
Ezzel az allitdsunkat igazoltuk.

II1. megoldas: Jeloljiik a négyzet oldalat a-val, egyébként hasznaljuk az elébbi jeloléseket. A feladatnél altala-
nosabban szamitsuk ki, hogy az AU egyenes egy A-t6l x tavolsagban levé B pontjabol a négyzetbe irt korhoz huzott
érint6 mekkora y szakaszt metsz le az AV egyenesbdl (2. abra).

Az érintkezés folytan
a a

TB=BU=7 -z, TC=CV=3-y.

Igy Pythagoras tétele szerint

2
w2+y2=(——x+g—y> = a® — 2ax — 2ay + 2 + y* + 2y,

azaz
a? — 2ax — 2ay + 2xy = 0.

Innen y egyértelmiien meghatarozhat6 z-hez. Az ilyen y tavolsagban metsz6 egyenes lehet csak a kor érintGje. Mivel
pedig B-bdl (BU-n kiviil) pontosan egy érint6é huzhato a korhoz, igy ez sziikségképpen az AV-t AC = y tavolsdgban
metsz6 egyenes lesz.

A nyert egyenlet mindkét oldaldhoz a’-et hozzaadva, a kovetkezs attekinthetGbb alakra jutunk:

a2

(-2 —y) =%

Ez tehat a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy az a oldali négyzet egyik csicsabol induld oldalakat e
2 4
csucstol z és y tavolsdgban metszé egyenes érintse a négyzetbe irt kort. Ez z = % esetben éppen y = ?a = 1—g—et ad,
amivel a feladat allitasat igazoltuk.
Megjegyzés: Az abrank ugyan csak pozitiv, g—nél kisebb z, y értékekre vonatkozik, de kénnyen belathatd, hogy

tetszés szerinti pozitiv vagy negativ értékekre is ugyanez a sziikséges és elégséges kritérium adodik, ha az AU-val,
illet6leg AV -vel ellentétes iranyu szakaszokat tekintjiik negativnak.

IV. megoldas: Mérjik rad egy ABCD négyzet minden csticsdbdl az egyik oldalra egy irdnyban koriilhaladva
az oldal hatodrészét, majd ellenkezd iranyban koriiljarva az oldal 2/5 részét. Ha az egy-egy csticshoz kozelebb es6
osztopontokat Osszekotjiik, egy Gjabb, az elébbivel kozos kozéppontt A'B’'C’' D’ négyzetet kapunk. Ha megmutatjuk,
hogy a két négyzet egybevagd, akkor a beirt koriik koz0s, s igy igazolast nyer a feladat allitasa (3. abra).
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3. dbra
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Az egybevagdsighoz elég megmutatni, hogy a négyzetek egymasbol egybevagd derékszogi haromszogeket met-
szenek le. Mivel e haromszogek hasonlosdga nyilvanvalo, elég egy oldalpéarjukroél, pl. az atfogokrol megmutatni, hogy
egyenldk. Jeloljik a négyzet oldalat a-val. Az A cstcst derékszogi haromszog atfogojara Pythagoras tételével adodik

a?  4a? 13

pO— )% L2t _
Q=335 = 30°



Viszont az A’ csticstt haromszog atfogodja
PR — a 2a 13
9765 3"
Ezzel feladatunk allitasa igazolast nyert.

Megjegyzés: Ha éaltalaban AP = x, AQ = BR = y, akkor a fenti megoldas azt adja, hogy a két négyzet akkor és
csak akkor egybevagd, ha
4y =(a—z—y),

és ez megegyezik az el6z6 megoldasban nyert egyenlGséggel. Igy az ott levezetett kritériumnak egy kevesebb szamolast
igényld szarmaztatasahoz jutunk.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy
9n+2 + 1027l+1

oszthato 91-gyel, ha n tetszés szerinti nem negativ egész szum.
I. megoldas: Az allitast teljes indukcioval igazolhatjuk. n = O-ra a

92 -10=091

szamot kapjuk.
Ha valamilyen n = k értékre mar tudjuk, hogy

9kt+2 L 102+ =91 . 4,

akkor n = k + 1-re

9(7{}"1‘1)"1‘2 + 102(/€+1)+1 — 9 . 9k7+2 + 102743"1‘3 _ 9 . 91A _ 9 . 1027{}-‘1—1 + 1027{}-‘1—3 —
=91-9A4 +10%*+1(10% — 9) = 91 - (94 + 10%+F1),
tehat az allitds n = k + 1-re is igaz. Ezzel igazoltuk az allitas helyességét minden nem negativ egész n-re.

II. megoldas: A vizsgalando kifejezést atalakitjuk:
9"+2 $10%" ! =81-9" 4+ 10-100™ = 91 - 9" + 10(100™ — 9™).

Az els6 tag oszthatd 91-gyel, a mésodik tagban zardjelben szerepls kiilonbség oszthatd az alapok kiilonbségével, azaz
100 — 9 = 91-gyel. Igy az Osszeg is oszthato 91-gyel.
Megjegyzés: Sok mas hasonlé atalakitas is elvezet az &llitas igazolasédhoz.

II. fordulo
1. feladat. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert:

(1) r+y+z= 12
(2) 2 4+ y? + 2% = 230,
(3) xy = —15.

I. megoldas: Kiiszoboljiik ki (1) segitségével (2)-bol z-t. Rendezve és 2-vel osztva
2?4+ zy +y? — 120 — 12y = 43.
x2-tel szorozva, és a (3) egyenletet felhasznalva az
(4) a* —122° — 5822 + 180z + 225 = 0

egyenlethez jutunk. Ennek az els6 két tagja megegyezik az 22 — 62 kifejezés négyzetének elsé két tagjaval; utolso két
tagja pedig a 62 + 15 (vagy —6z — 15) négyzetének utolso két tagjaval. Mind a négy tag elsfordul tehat az 2 — 62 — 15
polinom négyzetében. Az egyenlet baloldala tehat igy alakithato at:

(22 — 62 — 15)° — 6422 = (2% — 14z — 15) (22 + 2z — 15).
z-re tehat 4 értéket kapunk: az

22— 14z —15=0 és az 22422 -15=0



egyenletek gyokeit: x = 15, —1; 3, —5. Minden z-hez y-t a (3) és z-t az (1) egyenletbdl egyértelmiien meghatarozhatjuk,
A lehetséges megoldasok

I I 1L IV
z= 15, -1, 3, -5,
y= -1, 15,  —5, 3,
p= -2, -2, 14, 14

Ezek konnyen lathatolag (2)-t kielégitik.

Megjegyzés: Probalgatassal hamar rataldlunk a (4) egyenletnek a —1 gyokére. Masrészt @ és y szimmetrikus szerepe
miatt ugyanennek az egyenletnek tesznek eleget y gyokei is. Kell tehat, hogy a —1-hez (3)-bol adodo y = 15 érték is
gyoke legyen az egyenletnek, ami igy is van. Ennek alapjan is eljuthatunk az egyenletnek a fenti megoldasban hasznalt
felbontéasahoz.

IT. megoldas: Az (1) egyenlet négyzetébdl levonva a (2)-t, és (3) kétszeresét, majd 2-vel osztva az
(5) (x+y)z =—28

egyenlethez jutunk: A z és x 4+ y = u ismeretlenekre tehat az

(5" u+z=12
(1) uz = —28
egyenletek allnak fenn. Igy z és u a

v?—120—-28 =0

egyenlet két gyoke, barmilyen sorrendben. Mivel v; = 14 és vo = —2, azért = és y az
r+y=14, zy=-15 vagy r+y=-2, xy=1>5
egyenletrendszernek tesznek eleget. Ezek a fentebb mar szerepelt
t?2 — 14t — 15 =0, ill. *+2t—15=0

egyenletekre vezetnek (ott ¢ helyett z-szel jeloltiik az ismeretlent), s igy az el6bbi megoldasban talalt gy6kokhoz jutunk.
Ezek kielegitik az (1), (3), (5) egyenleteket. Mivel azonban ezekbdl (2) kovetkezik [ha (1) négyzetébdl levonjuk (3) és
(5) kétszeresét], azért kielégitik az eredetileg adott egyenletrendszert is.

2. feladat. Melyik az a két, a szamsorban egymds utdn kovetkezd, pdratlan szdm, amelyeknek négyzetdsszege

n(n+1
g alaké; ahol n természetes szdm.

Megoldas: Legyen a két szomszédos paratlan szam 2k — 1 és 2k + 1, ekkor

2k —1)> +(2k+1)> = @

AZAZ
16k? +4 = n(n+1).

Ezt 4-gyel szorozva, és 1-et hozzaadva
64k% +17 = (2n + 1)

(2n + 1)-et m-mel jelolve, innen
m? — 64k? = (m + 8k)(m — 8k) = 17.

Itt feltétel szerint m pozitiv, tehat a bal oldal elsG tényezGje is az, s igy a mésodiknak is annak kell lennie, és
kisebbnek az els6 tényezénél. Mivel 17 primszam, az egyetlen lehetséges felbontés

m+8k=17, m—-8k=1, és igy 16k =17—1=16.

Innen

k=1, m=2n+1=9, azaz n=4.

Valoban 4.5
12 + 32 = T



3. feladat. Rigzitsik az ABCa-nek az A és B cstcsdt. Mi a mértani helye azon C pontoknak, amelyekre nézve a
valtozo oldalak négyzetisszege
a? 4+ b? = d?

ahol d egy megadott szakasz.

Megoldas: Megmutatjuk, hogy a feltételnek megfelels haromszogek C-bdl indulé stulyvonalai egyenlSk. Legyen az
AB oldal hossza ¢, és a C' pont AB-n levs meréleges vetiiletének tavolsaga AB felezGpontjatol x (4. abra).

Ekkor Pythagoras tétele szerint

2 ¢ 2 2 c\? 2 2
a z(——x) +m :(5) —cr+x°+m°,

2
2 2
b2:(g—|—x) +m? = (g) + cx + 2% + m?,

és

m2+:102=s§.
Igy

c\?2 c\?2

d2:a2+b2:2(5) +2(x2+m2):2(§) +2s2,

vagyis

2= (o)
¢ 2 2
Ennek az értéknek pozitivnak kell lennie, kiilonben nem lehetséges olyan haromszog, amely kielégiti a feladat feltételeit.

Mivel itt d és ¢ adott, azért s, hossza fiiggetlen a C pont helyzetétsl. Az 6sszes megfelels pontok tehat rajta vannak

az AB szakasz felez6pontja koriil
d? c\2
~E-6)
2 2
sugarral rajzolt koron.

Legyen forditva C’ egy tetszés szerinti pont ezen a koron, tavolsaga A-tol, illetSleg B-t6l ¥, ill. o’. Ekkor az ABC’
haromszog C’-bél kiindulé silyvonala r, s igy a fenti képlet szerint

d2 (0)2 9 al2+bl2 (0)2
— — (= =rf=——|(-=
2 2 2 2

amibdl kovetkezik, hogy
al2 + b/2 — d27

tehat a C’ pont megfelel a mértani hely feltételeinek.
A keresett mértani hely tehat az AB szakasz felez6pontja koriil r sugarral rajzolt kor.



