Alabbiakban kozoljiik a kezddk (I. osztélyosok) versenyén kitiizott feladatok megoldasait.
Az I fordulo feladatai:

1. feladat. Egy személyvonat déli 12 drakor indul A-bdl B-be 60 km/dra dllandd sebességgel. Ekizben ugyanazon a
pdlydan B-bdl A felé halad egy tehervonat 40 km/dra sebességgel. Mindkét vonat egyszerre ér céljdhoz, és ekkor haromszor
oly tdvol vannak egymdstol, mint eqy drdaval a taldlkozdsuk eldtt. Mikor indult el a tehervonat B-bdl ?

Megoldas. Egy ora alatt a személyvonat 60 km-t, a tehervonat 40-et tesz meg. Igy a talalkozas eltt egy oraval
100 km-re voltak egymastol, az egész utjuk pedig 300 km. Ezt a személyvonat 5, a teher 7,5 6ra alatt teszi meg, az
utobbi tehat 2 1/2 éraval kordbban indult, mint a személyvonat, vagyis 930 kor.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b az 1-nél kisebb pozitiv szdmok, akkor
1+a*+b* > 3ab.
I. megoldas: Felhasznalva, hogy
1+u? > 2u, mert 14+ u? —2u=(1—u)’>0,
az egyenlGtlenség bal oldala igy alakithato at:
T+a?+0%=(1+a>)1+b%) —a?? > 2a-2b—a’b? =
= 3ab + ab(1 — ab) > 3ab,
mivel a feladat feltételei mellett ab pozitiv és 1-nél kisebb. Ezzel bebizonyitottuk a feladat allitasat.
II. megoldas: Képezziik a két oldal kiilonbségét:
14+a?+b>—3ab=(a—b)*>+ (1 —ab).
Ha ab < 1, akkor a jobb oldal nyilvan pozitiv, vagyis
1+ a® +b* > 3ab.

Megjegyzés: Mint a II. megoldas mutatja, a-rol és b-r6l elegends a feladat kovetelményei helyett csak annyit tenni
fel, hogy szorzatuk 1-nél kisebb. Az I. megoldasban kihasznaltuk e szorzat pozitivitasat is, holott negativ szorzat
esetén vilagos az allitas helyessége. Azért értheté ez mégis, mert ott méar az atalakitas kozben egyenlGtlenségeket
alkalmaztunk, s az igy ,rontott” értéket mar kissé nehezebb volt becsiilni.

3. feladat. Az ABC és az A'B'C egyezd kiriljdardsi szabdlyos hdiromszog ugyanabba a kérbe van beirva. Bizonyitsuk
be, hogy a megfeleld oldalak metszéspontjai szabdlyos hdromsziget alkotnak. (Az AB-nek megfeleld oldal A'B’ stb.)

Megoldas: Jeldljiik a BC és B'C’, a CA és C'A’, végiil az AB és A’ B’ oldalak metszéspontjit rendre A;, By,
C1-gyel (1. abra).

1. dbra

Ha az &brat a kor O kozéppontja koriil 120°-kal elforgatjuk tgy, hogy A a B pontba keriiljon, akkor a B, C, A',
B’, C’ pontok rendre C, A, B’ C’, A’ pontok helyére keriilnek. Igy pl. BC és B'C’ metszéspontja, A; a CA és C'A’
metszéspontjaba Bi-be megy at, és hasonléan a By és C; pontok a C1, ill. A; pontok helyére keriilnek. Igy O koriili
120°-0s elforgatas utédn az A, B1Cy haromszog tjra fedi eredeti helyzetét. Ez csak tgy lehetséges, hogy az A; B1Ch
haromszog szabalyos, és koriilirt kérének kézéppontja szintén O.



Megjegyzések: 1.) A két haromszog adott elhelyezése mellett, ha az egyik haromszoget megbetiiztik, a méasikat
még haromféleképpen bettizhetjiik meg ugyanolyan koriiljaras szerint. Ha az oldalak egyeneseit tekintjiik (tehat az
oldalak meghosszabbitasaira esé metszéspontokat is figyelembe vesziink), akkor tehat altalaban harom haromszog
kaphat6, mint a megfelel§ oldalak metszéspontja. Ha a két haromszognek egy oldalpéarja parhuzamos, akkor a méasik
két oldalpar is az, s igy csak két haromszog keletkezik. Ha viszont a két haromszog egybeesik, akkor az egyik (az azonos
megbettizéshez tartoz6) hatarozatlanna valik.

2.) A bizonyitasban nincs lényegesen kihasznalva az sem, hogy a két haromszog ugyanabba a korbe van beirva,
csak annyi, hogy a kézéppontjuk kozos. A feladat allitasa tehat igaz barmely két szabéalyos haromszogre, amelyeknek
kozos a kdzéppontja, és amelyek egyez6 koriiljaras szerint vannak megbetizve.

A II. fordulo feladatai:

1. feladat. Igaz az, hogy
b+ b? atb
a3+ (a—b)° a+(a—b)’
I. megoldas: Képezziik a két oldal kiilonbségét:

a® +b? a+b
a3+ (a —b)° Ca+(a-b)
~ (@®4+6%)(2a — b) — (a+b)(2a® — 3a®b + 3ab® — b*)
[a3 + (a — b)°](2a — b)
20" — a®b+ 2ab® — b* — (2a* — a®b + 2ab® — b*)
B [a3 + (a — )*](2a — b) '

A szamlalo azonosan 0, s igy a tort értéke 0 mindeniitt, ahol értelme van, tehat ahol a nevezs nem 0. Ezzel a feladat
allitasat bizonyitottuk.

Megjegyzés: Ki kellett zarni azokat a helyeket, ahol a nevezd 0, noha lehet, hogy az ilyen helyeken a két tort koziil
valamelyiknek értelme van. Altaldban helyesnek fogadunk el egy azonossigot, ha a két oldalan allo kifejezések értéke
mindeniitt megegyezik, ahol mindkét oldalnak értelme van.

IL. megoldas: A bal oldalt a kovetkezGképpen alakithatjuk &t:

ad+b*
a3+ (a —b)®
(a+ b)(a® — ab+b?) (a+b)(a® — ab+ b?)

Ja+(a—=b)[a2 —ala—0b) + (a—b)]2  [a+ (a—b)](a®—ab+b2)

A szamlélo és nevezd kozos tényezdjével, ahol annak értéke nem 0, egyszertsithetiink, és igy éppen az azonossag jobb
oldalat kapjuk.

2. feladat. Egy A és B kézitt kizlekedd vonat 20 perccel kordbban érkezik B-be, ha sebessége oranként 5 km-rel
meghaladja a menetrendszeri sebességet; viszont 25 perc késéssel érkezik, ha sebessége ordnként 5 km-rel kevesebb, mint
a menetrend szerint. Mekkora a menetrend szerinti sebesség ?

I. megoldas: Jeloljiik az AB tavolsagot a-val. Egy egyenletes sebességgel halad6 vonat annyi 6ra alatt teszi meg
ezt az utat, ahdnyszor az 6ranként megtett kilométerek szdma megvan a-ban. Ha a vonat tényleges sebességét v-vel
jeloljiik (és a perceket atszamitjuk hatvanad orakka), akkor a feladat feltételei igy irhatok:

a a 25 5

- - a
v=5 v 60 12’ v

a 20 1

v+5 60 3

(1)

Elosztva az egyenleteket a-val (ami nem lehet 0), és Gsszevonva,

5 ) 5 1

vlv—>5)  12a’ v(v+5)  3a  12a°

Az els6 egyenletet 4-gyel, a masodikat 5-tel szorozva a jobb oldalak egyenlSk lesznek, tehat a bal oldalak is, és igy
azok reciprok értékei is:
1
%v(v —5)= %v(v +5).
Az egyenletet 100-zal szorozva, 0-ra redukalva, és v-t kiemelve kapjuk, hogy

v[b(v —5) —4(v+5)] = v(v—45) = 0.



Miutén a vonat eredetileg nem allt egy helyben, s igy v = 0 nem megoldasa a feladatnak, azért csak egy megoldas
lehetséges:
v =45 km/ora.

Ennek ismeretében barmelyik (1) alatti egyenletbdl a megtett tavolsagra ugyanaz az érték adodik:
a = 150 km.

Igy a kapott értékek valéban megoldasat adjak a feladatnak.

A fenti, meglehetGsen gépies szamitas egy latszolag masodfoki egyenletre vezetett, amelyet azonban egyszertien
meg lehetett oldani. Ha viszont formuldk felirdsa el6tt végiggondoljuk a feladat viszonyait, egyszertibb egyenletet
nyerhetiink.

Lényegében ezt a megoldéast adta Békési Jozsef (Nagykanizsa, Iranyi D. g.).

II. megoldas: Képzeljik el, hogy harom vonat indul el egyszerre A-bol B felé harom egymas melletti sinparon.
Az egyik a tényleg kozlekeds vonat v sebességével, a mésik v — 5, a harmadik pedig v + 5 sebességgel, és ez a harmadik
vonat B-n megallas nélkiil dthaladva tovabb folytatja utjat. Mivel a masodik vonat ugyanannyival kevesebb utat tesz
meg 6ranként az els6nél, amennyivel tobbet tesz meg a harmadik, és a vonatok egyenletes sebességgel haladnak, azért
az els6 vonat minden idépontban egyenls tavol van a mésik két vonattol.

1 1
Mikor az els6 vonat B-be ér, a harmadik mér 20 perce, vagyis 3 ordja elhagyta B-t, és igy onnan mar g(v +5)

25 5 5
tavolsdgban van. A masodik vonatnak 25 percnyi, vagyis 60— 12 oranyi utja van hatra, tehat E(’U —5) km-t kell
még megtennie. Mivel az els§ vonat egyenls tavol van mindig a mésik kett6t6l, azért
1 5
= 5)=—(v—05).
Innen atrendezve
v =45 km/o6ra

adodik.
3. feladat. Adva van egy kor és annak belsejében egy pont. Szerkesszink kort, amely érinti az adott kiort, és az

adott pontban érinti a ponton dtmend dtmérdt.

I. megoldas: Készitsiink vazlatot. Legyen az adott kor kézéppontja K, sugara r, a keresett érinté kor kozéppontja
O. Ha e kor a P pontban érinti az adott kor ott atmend dtmérgjét, akkor egyben érint minden olyan kort is, amelyet
az atmérd P-ben érint. Az atmérst ezért egy — ezek koziil alkalmasan valasztott — korrel helyettesithetjiik.

2. dbra

Célszert lesz ezt a kort tgy valasztani, hogy az dbra szimmetrikussa valjék. Ez bekovetkezik, ha azt a kort rajzoljuk
meg, amelynek sugara az adott kor sugaraval egyenls, és amelyet a keresett kor beliilr6l érint a P pontban (2. dbra).
Ezutan az atmérét el is hagyhatjuk. Ezzel az dbra teljesen szimmetrikussa valik. A keresett kor O kozéppontja rajta van
az abra szimmetria tengelyén, melyet a két egyenld kor kozos hirjaként szerkeszthetiink meg, és a P-n 4t megrajzolt
segédkor P-hez vezets sugaran, amely nem mas, mint a P-ben az 4tmérére emelt merdleges.

A szerkesztés tehat a kdvetkezSképpen végezhets: P-ben merGlegest emeliink az dtmérdre, erre ramérjiik az adott
kor PK’' = r sugarat, és a K’ végpontbol e sugarral kort rajzolunk. Ennek az adott korrel valdé metszéspontjait
0sszekot6 egyenes metszi ki a P-ben emelt merélegesbél a keresett O pontot.

Valéban az O koriil P-n at htzott kor érinti a P-n dtmend atmérdt, és beliilrél érinti a segédkort. Igy az abra
szimmetridja miatt érinti az adott kort is P-ben (2. abra).



A segédkort az atmérsé mindkét oldalan szerkeszthetjiik, igy a feladatnak két megoldasa van, ha a P pont és az
atmérs adva van. A feladat kovetelményei szerint P-n 4t atmérdt kell huzni, és azzal elvégezni a szerkesztést. Ezt az
atmérdt P egyértelmien meghatarozza, kivéve ha P a kor kdzéppontja, amikor az dtmérs tetszés szerinti iranyban
hazhato. Utobbi esetben tehat a feladat hatarozatlan, minden mas esetben két megoldasa van. (A versenyzok egy része
minden esetben hatarozottnak vélte a feladatot, ez azonban a kézéppont megadasa esetében csak akkor dllna fenn, ha
az atmérs elére adott volna.)

II. megoldas: A feladat megoldasara kinalkozik a korzsugoritas modszere. Mikézben az adott kort a K pontta
zsugoritjuk, az érinté kor el6bb pontta zsugorodik, majd kiviilrsl érinté korbe megy at, és novekszik. A P pont az
atmérdre merdlegesen mozdul el, a K ponttd zsugoritott kor sugaraval Pi-be (ill. Po-be). A d atmérs egy, a Py (ill.
P,) ponton atmend, és az eredeti d-vel parhuzamos dy (ill. d2) egyenesbe megy at (3. abra).
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3. dbra

Ezzel visszavezettiik a feladatot adott K ponton atmend, és adott dy egyenest adott P; pontjaban érinté kor szer-
kesztésére, ami mar ismert feladat. A keresett kor O kozéppontjat agy kaphatjuk, mint a keresett kor két adott pontjat
(K és Pp) 0sszekots egyenes felez6 merdlegesének és az adott dy érintére a P; érintési pontban emelt merdlegesnek
metszéspontjat. Ez a pont egyben az eredeti feladatban keresett kor kézéppontja is.

Megjegyzések: 1.) Ez a megoldas szoros kapcsolatban van az el6z6vel. Ez vilagos lesz, ha észrevessziik, hogy a K Py
szakasz felez6 merclegesének szerkesztéséhez tetszleges (egyenld) sugart korivekiil valaszthatjuk éppen az r sugara
koriveket. Ez esetben a 3. dbra lényegében atmegy a 2. abraba.

2.) A II. megoldas minden valtoztatas nélkiil alkalmazhaté akkor is, ha a P pont a koron kivil van. (Ekkor a
zsugoritasnal a keresett kor kezdettsl fogva novekszik.) Az I. megoldas is alkalmazhatd ebben az esetben is, csak
nem bizonyos, hogy a két egyenls sugaru kor ekkor is metszi egymast. Ha nem, akkor a szimmetria tengelyt pl. gy
kaphatjuk, mint a két kor centréalisanak felezé merélegesét. Ez ismét a két megoldas rokonségat mutatja.

Az alabbi megoldasok is egyarant érvényesek a koron belil és kiviil levé P pontokra. Az abrakat azonban mindig
a feladat feltételeinek megfelelGen készitjiik.

III. megoldas: Készitsiink vazlatot. Legyen az adott kor kézéppontja K, a keresett érinté koré O, a két kor
érintkezési pontja Q). Huzzuk meg a @Q-n at a kozos érintét és hosszabbitsuk meg az OP szakaszt. A két egyenes
metszéspontja legyen R (4. dbra).

4. dbra



A KOP és az ROQ haromszog derékszogi, és O-nal fekvs szogeik egyenlSk, mert cstcsszogek (illetSleg a koron
kiviili P pontra egybeesnek). Igy a két haromszog hasonlo. Az OP és OQ oldalaik, mint az érint6 kor sugarai, egyenldk,
s igy a két haromszog egybevagé is. Ennek folytan — az adott kor sugarat r-rel jeldlve

RP=RO+0P=KO0O+0Q=KQ=r.

(Kiils6 P pont esetén OP és OQ itt negativ elGjellel szerepel.)

Ennek alapjan a kovetkezd szerkesztéshez jutunk: P-ben az dtmérGre merdlegest allitunk, és erre ramérjiik az
adott kor sugarat. Megszerkesztjiik ennek R végpontjabol huzhato, és az atmérével nem parhuzamos, érinté @ érintési
pontjat. Azt allitjuk, hogy PR és K@) metszéspontja a keresett kor O kozéppontja.

Ennek igazolasara jeloljik még meg az RQ) és KP egyenesek S metszéspontjat. A KQS és RPS haromszogek
derékszogtiek, S-nél levs szogeik kozosek (illetSleg csticsszogek) és a szerkesstés szerint

RP=KQ =,

tehat a két haromszog egybevago. Ennek folytan a K RS haromszog egyenls szaru (KS = RS) és igy a szarakhoz
tartozo magassagok metszéspontja O egyenls tavol van a két szartol. Az O koriil P-n 4t hazott kor tehat Q-ban érinti
az RS egyenest, és igy az adott kort is.

Aszerint, hogy R-t az atmérd melyik oldalan szerkesztjiik meg, ismét két megoldas adodik altaldban.

IV. megoldas: A kisebbik kort a kozos @) érintési pontbol, mint nydjtasi kbzéppontbol nagyitva, a kor egy-egy
pontja, pl. P egy @-n atmend egyenesen mozdul el. Egy-egy egyenes, pl. az O P korsugar, pedig énmagéval parhuzamos
helyzetbe megy at. Ilyen atalakitassal az érintG kor atvihets az adott korbe. Ekozben OP az dtmérére meréleges K R
sugarba megy at (5. d4bra). Ennek alapjan R megszerkeszthetd.

5. dbra

A szerkesztés menete: Az adott kor K kozéppontjaban az atmérére allitott merdleges egyik metszéspontja az adott
korrel legyen R, és RP-nek a korrel valo metszéspontja (. Azt allitjuk, hogy K@-nak és a P-ben az atmérére emelt
merGlegesnek O metszéspontja a keresett kor kdzéppontja. Valéban az OPQ és K RQ haromszogek megfelels oldalai
parhuzamosak, és igy megfelels szogeik egyenldk. Az utobbi haromszoggel egyiitt tehat az elébbi is egyenld szaru:

OP = 0Q.

Az O koriil P-n at hazott kor tehat dtmegy @Q-n is, és mivel ez a pont a két kor KO centrélisan van, igy a két kor
ebben a pontban érintkezik.
Itt is két megoldast kapunk altaldban az atmérs két oldalan.



