A majus 7-én lefolyt II. (d6nts) forduldban az alabbi harom feladat volt kittizve:
1. Bizonyitsuk be, hogy tetszés szerinti 1-nél nagyobb a szamra
1 1
z  tm =2l
log a log 16

2. Egy haromjegyi szamot egy kétjegytvel elosztva, hdnyadosul az oszt6 szamjegyeinek 0sszegét kapjuk, a maradék
pedig az oszt6 jegyeinek felcserélésével keletkezé szam. Ha ezt a maradékot szorozzuk a hanyadossal és hozzaadjuk az
osztot, a keletkezd szam az osztandd jegyeibdl all, de forditott sorrendben. Mi az osztandé és az oszt6?

3. Egy sik egy szabdlyos négyoldali gula oldaléleit metszi. Bizonyitsuk be, hogy ha a gtla cstcsa S és a metszésidom

az ABC D négyszog, akkor
1 1 1 1

SAT5C 5B SD

Ot o6rai munkaidé utan 121 iskola tanuléi beadtak dsszesen 320 dolgozatot.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal a Miivel6désiigyi Minisztériummal egyetértésben kikiildott Kozponti
Bizottsag (Hodi Endre, Horvay Katalin, Késedi Ferenc, Lérincz Pél és Neukomm Gyula el6ad6) Suranyi Janos, a
Tarsulat fétitkaranak elnokletével a majus 24-i iilésen a kovetkezs jelentést fogadta el:

»A Bizottsag megallapitja, hogy a versenyzok teljesitménye — ha el is marad a tavalyitol — teljesen kielégitG. Tavaly
a feladatok puszta megoldasa csak jo rutin munkat kovetelt, az idén mindharom feladat (egyenlGtlenség, szamelmélet,
térmértan) olyan volt, hogy ezek megoldasahoz a tanulok az iskolaban jo rutint nem szerezhettek. Ennek megfelelGen
a tavalyi 44 helyett ez idén csak 23 versenyz6 oldotta meg mind a harom kitiizott feladatot, és amig tavaly 2 teljes
megoldés sem volt elég helyezés eléréséhez, addig ez idén az 6sszes versenyzok, akik 2 feladatot lényegében megoldottak,
helyezéshez jutottak. Hogy a feladatok ez idén nehezebbek voltak, mint tavaly, azt az is mutatja, hogy a déntében 177
versenyzs (55,3%) egy feladattal sem tudott megbirkozni; igaz, hogy ez elsGsorban — amint azt a Bizottsag hatarozottan
megallapitotta — annak tulajdonithaté, hogy az I. forduléban észlelt ,kollektiv’ munka kovetkezményeként igen sok
versenyz6 érdemteleniil keriilt a dontébe. A tanév csonkasiga — legalabbis az élcsoportban — nem hagyott nyomot,
ami bizonyéra részben annak is koszonhetd, hogy a Kozépiskolai Matematikai Lapok kiesés és redukcio nélkiil jelentek
meg, és a 7. pontverseny teljes egészében folyik.

A dolgozatok elbirdlasanal a Bizottsag elGszor a harom feladat teljes, preciz megoldéasat kovetelte, — elényben
részesitve azokat, amelyek kevesebb elGismeretet tételeznek fel — csak ez utan vette figyelembe a tobbletmunkat.

Harom helyes megoldason feliil tobbletmunkat mutatott fel 15 dolgozat.

Alapos megfontolds utan a Bizottsag Frivaldszky Sdndor, Rockenbauer Antal és Biordczky Kdroly dolgozatat talalta
dijazésra érdemesnek. Az els6 ketts szabatos megoldast ad az 1. feladatra. A masodik feladatra Frivaldszky megoldasa.
precizebb, mint Rockenbaueré, viszont a 3. feladatra Rockenbauer egy hasonldésagon alapulé megoldason kiviil egy
altalanositast is ad, mig Frivaldszky egyik megoldasaban trigonometriai fiiggvényt hasznal, egy masodik megoldasaban
pedig térbeli koordinata—geometridhoz folyamodik. A Bizottsag ugy taldlja, hogy e két dolgozat k6z6tt megnyugtatdan
donteni nem tud, és igy azt javasolja, hogy mindketté egy—egy I. dijban részesiiljon. Boroczky a két elsé feladat
szabatos megoldasan kiviil az els6re még egy kifogastalan masodik megoldast is ad. A 3. feladat allitasat trigonometriai
fiiggvények nélkiil bizonyitja némi tobbletmunkaval. A Bizottsag e dolgozatot 2. dijra javasolja.

A Bizottsag 5 versenyzét, akiknek dolgozata alig marad el a dijasokétol, I. dicséretre ajanl. Harom feladat megol-
dasaért II. dicséretre ajanl a Bizottsag 15 tanulét. Két feladat megoldasanal nagyobb teljesitményt ért el 9 résztvevs,
két feladatot oldott meg, vagy ezzel egyenértékd teljesitményt nydjtott 21 tanuld és végil nem teljes két megoldast
adott 28 tanulo. A Bizottsidg e harom csoport tagjait rendre II1., IV., ill. V. dicséretre javasolja.

A MM. a fenti javaslat alapjan a kovetkezd dontést hozta:

1. dij (oklevél + 1000 Ft):
FRIVALDSZKY SANDOR (Bp. II., Rakoczi g. IV. o. t.)
ROCKENBAUER ANTAL (Bp. X., I. Laszlo g. IV. o. t.)

2. dij (oklevél + 500 Ft):
BorOczKY KAROLY (Bp. XVIII., Steinmetz g. IV. o. t.)

1. dicséretben és nagyobb kényuvjutalomban részesilt:
Mdricz Ferenc (Hodmezovasarhely, Bethlen G. g. IV. o. t.)
Pogdny Eérs (Bp. V., Eétvos J. g. IV. o. t.)
Sods Tibor (Bp. L., Petsfi g. IV. o. t.)

Stahl Janos (Bp. VL., Kolcsey g. IV. o. t.)
Szatmdry Zoltan (Bp. VIIL, Piarista g. IV. o. t.)

1I. dicséretet és kényvjutalmat nyert:

Bergmann Gyorgy (Bp. XIV., Abonyi u. alt. g. IV. o. t.), Borsi Ldszlé (Bp. II., Rakoczi F. g. IV. o. t.), Ellmann
Gdbor (Bp. IIL., Arany J. g. III. o. t.), Gdspdr Jinos (Dombovar, G6gos g. IV. o. t.), Grell Mihdly (Bp. XVI., Corvin



Matyas g. IV. o. t.), Gydry Kalmdn (Ozd, Jozsef A. g. IIL. o. t.), Hargitai Csaba (Bp. XXI., Jedlik g. IV. o. t.),
Kirdly Endre (Nagykoros, Arany J. g. IV. o. t.), Makkai Mihdly (Bp. V., E6tvos J. g. IV. o. t.), Montvay Istvin (Bp.
XIX., Landler g. I1L. o. t.), Papp Kdlmdn (Bp. IX., Fay g. IV. o., t.), Pédér Bdlint (Bp. II., Rakoczi F. g. I1IL. o. t.),
Ruppenthal Péter (Gy6r, Révai Miklos g. IV. o. t.), Simon Ldszlé (Bp. XI., Jozsef A. g. III. o. t.), Verhds Jozsef (Bp.
IV., Dozsa Gyorgy g. IV. o. t.).

1II. dicséretben és kdnyuvjutalomban részestlt:

Bacsy Ernd (Bp. VIIL., Fazekas g. IV. o. t.), Csertag Istvin (Bp. VIIL., Széchenyi g. IV. o. t.), Galambos Jdanos
(Veszprém, Lovassy L. g. III. o. t.), Jokuti Ferenc (Bp. VL., Kolcsey g. IV. o. t.), Kristéf Liszlo (Mosonmagyar6var,
Kossuth L. g. III. o. t.), Mesks Attila (Bp. VII., Madach g. III. o. t.), Parlagh Gyula (Kecskemét, Katona J. g. IV. o.
t.), Saldt Péter (Bp. XV., Dozsa Gyorgy g. IV. o. t.), Solt Gydrgy (Bp. VIIL., Fazekas g. IV. o. t.).

1V. dicséretben és kényv jutalomban részesilt:

Addm Antal (Bp. VIIL, Széchenyi g. IV. o. t.), Argay Gyula (Balassagyarmat, Balassa g. IV. o. t.), Behringer
Tibor (Bp.. IIL., Arpad g. IV. a. t.), Dormdny Mihdly (Kecskemét, Katona J. g. IV. o. t.), Fekete Lajos (Debrecen,
Ref. g. IV. o. t.), Fonyad Arpid (Bp. XVIIL, Steinmetz g. IV. o. t.), Gdti Gyula (Debrecen, 3. sz. vegyip. t. IV. o.
t.), Heinemann Zoltdan (Pécs, Cséti banyaip. t. IV. o. t.), Hoffmann Gyérgy (Bp. V., E6tvos J. g. IV. o. t.), Kalmdr
Agota (Szeged, Sagvari g. I11. o. t.), Kanyd Zoltdin (Szeged, Radnoti g. IIL. o. t.), Kdrolyi Gyula (Zalaegerszeg, Zrinyi
M. g. IV. o. t.), Kovdcs Ldszlé (Bp., V., E6tvos J. g. IV. o. t.), Mdté Levente (Szeged, Radnéti g. III. o. t.), Nyuldsz
Istvin (Bp., L., Petdfi g. IV. o. t.), Szalay Zsolt (Bp., VIIL., Széchenyi g. III. o. t.), Szebeni Andrds (Bp. L., Petdfi g.
ITI. o. t.), Tokai Jozsef (Esztergom, I., Istvan g. IV. o. t.), Trdn Tibor (Debrecen, Fazekas g. III. o. t.), Vdczy Pdl
(Debrecen, Ref. g. IV. o. t.), Vdamos Attila (Bp. II., Rakoczi F. g. IV. o. t.).

V. dicséretet és kdnyvjutalmat nyert:

Agh Jinos (Bp. XIV., Petrik vegyip. t. IIL o. t.), Baky Agnes (Baja, IIL. Béla g. IV. o. t.), Csapody Miklés (Bp.
VIIL., Piarista g. IV. o. t), Detre Mdria (Esztergom, Bottyan gépip. t. IV. o. t.), Detrekdi Akos (Szolnok, Verseghy
F. g. IIL. o. t.), Fabry Istvan (Bp. VIIL., Széchenyi g. IV. o. t.), Fodor Lajos (Bp. XIX., Landler g. IIL. o. t.), Fuchs
Péter (Gyor, Revai Miklos g. IV.o. t.), Gergely Ervin (Bp. IV., Konyves Kalméan g. IV. o.t.), Glattfelder Gyorgy
(Pannonhalma, Bencés g. II1. o. t.), Hank Zsombor (Szolnok, Verseghy F. g. III. o. t.), Kovdcs Zoltdn (Szeghalom,
Bolyai Farkas g. II1. o. t.), Leipniker Péter (Mako, Jozsef A. g. IIL o. t.), Léndrd Agoston (Bp. IX., Puskas tavkozlési
t. IV. o. t.), Literdthy Péter (Bp. XIV., Petrik vegyip. t. IV. o. t.), Makay Attila (Bp. IX., Fay g. IIL. o. t.), Maté
Gyongyi (Bp. L., Szilagyi E. lg. IV. o. t.), Nagy Baldzs (Eger, Dobé g. III. o. t.), Nagy Sdndor (Szeghalom, Bolyai
Farkas g. ITI. o. t.), Pataki Arpid (Nagyatad, alt. g. IV. o. t.), Pulay Péter (Bp. L., Petofi g. I1L. o. t.), Sdrkézy Andrds
(Gyongyos, Vak Bottyan g. III. o. t.), Schipp Ferenc (Mohacs, Kisfaludy K. g. IV. o. t.), Szokoly Pdl (Zalaegerszeg,
Zrinyi M, g. IV. o. t.), Ujvdary Menyhért Zoltan (Baja, 3. sz. épitSip. t. I11. o. t.), Vdrallyay Ldszlé (Mosonmagyarovar,
Kossuth g. III. 0. t.), Veress Péter (Pannonhalma, Bencés g. IIL. o. t.), Veszely Gyula (K&szeg, alt g. IV. o. t.).

*

A verseny részletes eredményét megyék, varosok és iskolafajok szerint a 4. oldalon kozolt tablazat mutatja.

Kimutatas 1957. évi orszagos Matematikai Tanulmanyi Verseny II. Forduléjarol



Beadott dolgozatok szama Eredmény
Megyék és varosok gimn. ip. t. |Osszesen | Dij Dicséret Pontszam
(nem hivatalos)
isk. |tan. |isk.|tan. |isk. [tan.|1.|2.|I. (IL|{IIL{IV.|V.| g. |i.t.| Ossz.
1. Baranya...... 1|1 |—|—|1|1|—|—|—|—-|—|—|1]1|—] 1
I.LPécsvaros....| 1 | 1 1|3 |2 |4 |—|—|—|—|—|1|—-|—12| 2
2. Bacs—Kiskun..| 5 |10| 1|1 | 6 |11 |—|—|—|—|1|1|2|6 1| 7
3.Békés......... 416 |—|—14|6|——|—-|—-1—-|—-12]| 2 |- 2
4. Borsod........ 419 |—|1—1419|—|—|—|1]|— —1 4 4
II. Miskolc varos . | 2 | 4 |1 |3 |3 | 7 |—|—|—|—|—1|—|—-| —|—-| -
5. Csongrad ... .. 319|—|—=1[3|9|—|—|1|—|—-|—|1|]6]|—| 6
ITI. Szeged varos..| 2 |9 | 1|2 | 3 |11 |—|—|—|—|— 1|3 6 |—| 6
6. Fejér.......... 1711132 |10|—|—|—|—|—|—1|—|—|—| —
7. Gy6r—Sopron..| 6 |25|—| —| 6 |25 |—|—|—|1| 1 |—|4|11|—| 11
8 Hajda-Bihar..| 1 |2 |—| —| 1|2 |—|—|-|=| = [v=|=| = [=] =
IV. Debrecen varos| 2 | 9 |3 |4 |5 |13 |—|—|—|—|—|4|—| 6 |2] 8
9. Heves......... 216 |(—|—2]|6|——|———|—12]|2|— 2
10. Koméarom..... 319|124 |11|—|—|—|—|—|1|1]2|1| 3
11. Nograd ... ... 1(3]|-— 13 |—|—|—-|—|—]1|—| 2 |- 2
12. Pest .......... 4 (12|11 5 |13|—|—|—|1|—-|—|—|4|—| 4
13. Somogy .. ..... 315 315 |—|—|—|— 11| 1
14. Szabolcs . ... .. 3|13 (—|—=13|3|—|—|—-|—-|—|—-|-1-1- -
15. Szolnok . ...... 9115 —|— |9 |[15|—|—|—|—|—|—12]| 2 |— 2
16. Tolna.......... 22 |—=|—=|2|2]|-—|—|1|—=|—=|—4]|—| 4
17.Vas........... 415 |—=|—=14|5|—-|—-|—-|—-|—-|—-1|1]1]|— 1
18. Veszprém . .. .. T4 - - |7 |4|=|—-|-]-|1]|- 31— 3
19.Zala .......... 214 |- -2 |4 ]|—|—|—|—-|—|1|1] 3 |- 3
Vidék......... 72 (170{10| 19 | 82 |189|—|—|1|4| 3 |12|18|66 |6 | 72
V. Budapest .. |33 [121| 6 | 10 |39 [131|2|1|4|11| 6 | 9 |10{127| 3| 130
Osszesen ... [105(291]16] 29 [121]320[2|1]5[15] 9 |21[28[193| 9| 202

* A gimnéziumokhoz sorolva 1 katonai kozépisk. 1 tanul6val.

A dontében részt vett 320 tanulo koziil 188 (58,8% — tavaly 55,8%) volt lapunk munkatarsa; a 81 helyezést elért
tanulo kozil azonban mér 76 (93,8% — tavaly 97,4%) volt feladatmegoldoja lapunknak. (Részletes beszéamolo — sokféle
szempontbol — a ,Matematika tanitds”-ban jelenik meg.)

Alabb kozoljik a II. fordulo feladatainak megoldésat.
1. feladat.

I. megoldas: Kifejezziik a masodik tagot is 2 alapu logaritmussal. A logaritmus definicidja szerint, ha a # 1,
018 16 — 16,

Ennek 2 alaptu logaritmusat véve

4

2
log a

a 2 a
log 16 -log a =4, vagyis log 16 =

Igy az egyenl6tlenség bal és jobb oldalanak, kiilonbsége

5 2 2 2 2 2
1 log a 74+(1og a) —410ga7 (log a—2)
-t 1= 2 2
log a 4log a 4log a

2
Ez nem negativ, ha log a pozitiv, azaz, ha a > 1, és ezt kellett bizonyitani.

2
Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha log a = 2, azaz a = 4.



II. megoldas: Vizsgaljuk valamivel altaldnosabban az

1 1
T

loga logc

Osszeget, ahol vagy a, b, ¢ > 1 vagy 0 < a, b, ¢ < 1 4all fenn. Jeloljik a két nevez6t u-val és v-vel, akkor a feltevés
szerint u és v pozitiv, s igy a szdmtani és mértani kozép kozti egyenltlenség szerint

1 1 1
—+ = 2>24/—.
u v U
Mivel a logaritmus értelmezése szerint
b =a, a’=c, ezért V"' =(")"=a" =c.
Innen
b
uv = log c,
tehat azt nyertiik, hogy a mondott feltételek esetén
1 1 2
+ >

b a = v
log a log c log c
Ez b = 2, ¢ = 16 esetén a bizonyitandé egyenlGtlenséget adja.

2. feladat.

Megoldas: A haromjegyt osztand6 és a kétjegyd oszto jegyeit x, y, z, ill. u, v-vel jelolve, a feltételek a kovetkezs
alakban frhatok:

(1) 100z + 10y + z = (10u + v)(u + v) + 10v + u,
(2) 100z + 10y + 2 = (100 4+ u)(u + v) + 10u + v,

és mivel a maradék kisebb, mint az oszté, kell, hogy
(3) u>v
legyen. Az (1)-bdl levonva a (2)-t
4) 9z—2)=9u—-v)(ut+v)+9v—u)=9u—v)(ut+v-—1)
adodik, azaz
11(z — 2) = (u—v)(u+v—1).

A jobb oldal oszthato 11-gyel. De u — v nem lehet oszthaté 11-gyel, mert mint szamjegyek kiilonbsége, 10-nél kisebb,
és (3) szerint pozitiv. A 11 viszont primszam, s igy tudjuk, hogy ha osztdja egy szorzatnak, akkor osztoja valamelyik
tényezének is. Igy u 4+ v — 1 oszthato 11-gyel, de 2 - 11-nél kisebb, mert u és v szamjegyek, és 0 sem lehet, mert akkor
— figyelembe véve (3)-at is — 10u + v = 10 volna, ami nem megoldésa a feladatnak. Igy u +v — 1 = 11, azaz

(5) u+v=12,
és (1)-bél
100z 4+ 10y + z = (10u +v) - 124+ 10v + u = (Yu + 12) - 12 4+ 120 — 10u + v = 264 + 99u.

A bal oldal kisebb, mint 1000, tehat

725 32
99u < 999 — 264, u < =2 — 7%
v= © U=T99 T '99

A (3) egyenlGséget és (5)-6t figyelembe véve, innen u =7, v = 5 adédik. Ezt beirva (1) és (2) jobb oldalaba

(10u+v)(u +v) + 10v+u =75-12+ 57 = 957,
(10v + u)(u +v) + 10u +v = 57 - 12+ 75 = 759.

Igy azt kaptuk, hogy a feladatnak egy megoldéasa van, melyben az osztandé 957, az oszto 75.
Megjegyzés: Az (5) osszefiiggeés birtokdban kozvetleniil meg tudjuk allapitani z, y és z-t is. Osszeadva az (1) és (2)

egyenldségeket, és felhasznalva (5)-6t

(6) 101(z +2) +20y = 11(u+v)(u+v) + 11(u+v) =
=11(u+v)(u+v+1) = 1716.



A bal oldal 20-szal osztva (x + z)-t, a jobb 16-ot ad maradékul, tehat e két szam csak 20 egy tobbszordsében
kiilonbozhet, de mivel = és z szamjegyek azért

(7 x+z=16
kell, hogy legyen, és ezt (6)-ba irva

y=>5
adodik. (4)-bol és (3)-bol kovetkezik, hogy sziikségképpen

x> z.

16 két kiilonb6z6 egyjegyt Osszeadandora csak 9 + 7 alakban bonthato, tehat @ = 9, y = 5, z = 7, ebbdl (1) vagy
(2) és (5) alapjan w és v is meghatarozhato. A fontebb kovetett gondolatmenet azonban gyorsabban vezetett el a
megoldashoz.

3. feladat.
Sok versenyz6 hasznalt trigonometriat a feladat megoldadsaban. Bemutatunk egy ilyen megoldast.

I. megoldas. Kiszamitjuk az SABCD gila térfogatat egyrészt mint az SABC és SACD, mésrészt mint az SABD
és SBCD tetraéderek térfogatéanak Gsszegét (1. abra).

1. dbra

Az SAyBoCyDg gula S-bol huzott testmagassaga egyenls a szogeket zar be a gula oldaléleivel, és benne van két—
két szemkozti oldalél sikjaban. Mivel az alaplap négyzet, a kérdéses testmagassag egyben merdleges vetiilete is két
szemkozti oldalél sikjaban a méasik két oldalélnek. Igy egy—egy ilyen sikkal a méasik két oldalél o nagysagu szoget zar
be.

Jeloljik az SA, SB, SC, SD élhosszusagokat a, b, ¢, d-vel.

Az SABC tetraéder alaplapjénak az SAC haromszoget valasztva, ennek S-nél levs szoge 2a, igy az SA-ra C-b6l

1
bocsatott magassag hossza SC' sin 2a = ¢sin 2« az alaplap teriilete tehat 3 acsin2a. A B csicsbol az alapra bocsatott

magassag hossza viszont bsina. Igy a tetraéder térfogatat Vj-gyel jelolve

1
Vi= Eabc sin 2asin .

1 1
Az els6 bekezdésben szereplé masik harom tetraéder Vo, Vs, Vi térfogatara Vo = = acdsin 2asin «r, V3 = = abd sin 2asin a,

1 1
Vi = 6 bedsin 2asina. A Vi 4+ Vi = V3 + Vy egyenletet 3 abed sin 2acsin «v értékkel osztva, a bizonyitandoé

egyenletet kapjuk.

Megjegyzés: Ha a gula alapja nem négyzet, hanem téglalap, akkor a fenti meggondolasban, csak annyi valtozik,
hogy egy oldalél a két vele szomszédos oldalél sikjaval, valamilyen a-tol kiilonb6z6 8 szoget zar be, de ez az érték
mind a négy oldalélre ugyanaz. Igy a fentiekben a térfogatokban szerepld utolsé tényezs sin o helyett sin 3 lesz, ami a
végkovetkeztetésen nem valtoztat. A feladat dllitdsa tehat téglalap alapi egyenld oldaléld guldra is érvényes.



II. megoldas. A négyszogmetszet AC atloja benne van az SAC sikban, BD atloja pedig az SBD sikban, ezen &tlok
M metszéspontja tehat a két sik metszésvonalan van, az pedig az SAgBoCoDg gula S-bdl induld testmagassaganak
egyenese, amely az oldalélekkel egyenls o szogeket zar be (1. abra). Igy SM kozos szogfelezbje az ASC és BSD
haromszogeknek, amelyeknek S-nél levs szoge egyarant 2o

Ha e két haromszoget SM koriil egymasra forgatva képzeljik (ez az egyméasra forgatas akkor is elvégezhetd, ha
az AgBoCoDy alaplap téglalap), a feladat allitdsa a kovetkezs sikbeli allitéssa fogalmazhatd at: Ha egy szdg felezd
egyenesének eqy pontjdn dt hiuzott két szeld a szdg szdraibol a csiucstol szamitva a és c, illetdleg b és d hosszusdgu

szakaszokat metsz le, akkor
1 1 1 1

a ¢ b d
Ez még ugy is fogalmazhato, hogy a szarakbol lemetszett szakaszok reciprok értékeinek Osszege fiiggetlen a szeld
iranyéatol. Erre az allitasra szamos egyszerd, trigonometridt nem hasznald, megoldas adhat().
Legyen ASB a kérdeéses sz0g, a szogfelezs messe az AB szakaszt M-ben (2. dbra).
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2. dbra

Huzzunk M-en at parhuzamost BS-sel. Messe ez az SA-t N pontban. Az SN M haromszog S-nél és M-nél fekvs
szOge egyarant «, igy a haromszog egyenlészaru. Az egyenls SN és M N tavolsagokat jeloljiik k-val. Ekkor AN = a—k,
és a hasonl6 ASB és AN M haromszogekbdl

a

T
Mindkét oldalhoz 1-et adva és a-val osztva . . .
LT E

Mivel k hossza csak az S M hosszatol és a nagysagatol fligg, az AB szeld irdnyatol nem, igy allitasunkat bebizonyitottuk.

Megjegyzések: 1. Ha tetszés szerinti egyenld oldaléld gulat vesziink, akkor az alapsokszog korbeirhato, a testmagas-
sag talppontja e kor kézéppontja, és az oldalélek egyenls « szoget zarnak be a testmagassaggal. Ha még az alapsokszog
szimmetrikus is a kor kézéppontjara, vagyis a szemkdzti csticsokat 6sszekotd atlok egy ponton, a kor kozéppontjan men-
nek keresztiil, akkor egy sikkal elmetszve ez Osszes oldaléleket, a keletkezs sokszogmetszet szemkozti csticsait 0sszekdtsd
atlok is egy ponton mennek keresztiil, és ez a pont a testmagassagon van. Igy kivalasztva egy szemkozti élpart a rajtuk
atfektetett sikban egy haromszog keletkezik, melyben a 2« szog felezGjének hossza a testmagassagnak a metszé sikig
terjeds darabja, vagyis mindegyik haromszogben ugyanakkora. Igy a bebizonyitott tételt alkalmazhatjuk az Gsszes
szemkozti élparra és azt kapjuk:

Ha egy egyenld oldaléli gila alapja centrdlisan szimmetrikus sokszog (és igy sziikségképpen pdros oldalszdmai), akkor
egy minden oldalélt metszd sikot véve, a szemkdzti élpdrokbol lemetszett darabok reciprok értékeinek dsszege minden
€lpdrra ugyanakkora.

2. A II. megoldasban bizonyitott sikbeli tétel kovetkezik az 1905. évi EStvos—verseny 3. feladaténak)ﬂ allitasabol
is, mely szerint egy ABC haromszog csticsain 4t parhuzamosan elmetszve a szemkozti oldaelegyeneseket, egy—egy A',
B’, ' pontban, de tgy, hogy C’ A és B kozt legyen (3. dbra) fennéll az

1 N 11
AA’ ' BB CC’

Osszefiiggés.

LA feladat az el6bbi szovegezésben szerepelt 407. feladatként. Két megoldas talalhato a IV. kotet 4-5. (1952. majusi) szamaban a
134-135. oldalon.

A masodik forméaban a feladat lényegében benne foglaltatik a 706. feladatban, amelynek megoldasat lasd a XII. kotet 4. (1956. aprilis)
szadmaban a 110-112. oldalon.

2Kiirschak J.: Matematikai Versenytételek I. rész. 2. kiadas. 77-78. old.



Ha itt CC’ a C csticst 2a szdg szogtelezSje, akkor az ACA’ és BC B’ haromszdgek C-vel szemkozti oldalan fekvé
szdgei a-val egyenldk. Igy a két haromszog egyenld szara és egymashoz hasonlé. Ezért AC = CA' = a, BC = CB' =b
és

a b
AA" BB
Innen AA’-t és BB'-t a fenti egyenletbe helyettesitve
ror 1 1 1 1
P o o A B N Vo ToTh

A jobb oldalon 7 csupan az « szog nagysagatol fiigg, igy mindazon héromszogekben, amelyek a 2« szogben és az ebbsl
indulo CC’ szdgfelezd hosszdban megegyeznek, a 2a szdget bezard oldalak reciprok értékeinek dsszege egyenld.

II1. megoldas: A feladat allitdsat a testmagassag segitségiil vétele nélkiil is bebizonyithatjuk.
Ha a metsz6 sik parhuzamos az alappal, akkor az oldalélekbdl egyenls szakaszokat metsz le, s igy a feladat allitasa
magatol értet6ds. Ha ez nem all, akkor messe egymaést, pl. AB és CD egy U pontban (4. abra).

4. dbra

US az AgByS és CyDyS sikok metszésvonalan van, ez pedig parhuzamos a két sikban hiazhato, egymassal parhu-
zamos egyenesekkel, igy az AygBy és a CoDy egyenesekkel. Messe az AB az AgBg-t P-ben, C'D pedig CoDg-t Q-ban.
Az eredeti gula oldaléleinek kozos hosszat jeloljiik e-vel. Ekkor az U P-vel elmetszett US, AgP, és SAg egyenesekbdl
allo alakzatbol adodik, hogy (5. abra)
€ - A()P + US

SA Us



5. dbra

(Ez kozvetleniil vilagossé valik, ha S-b6l parhuzamost htizunk U P-vel.) Hasonloan nyerjiik, hogy

L_BOP—FUS
SB - US
e 7COQ+US e 7D0Q+US

SC us ’ SD Uus

Innen

11\ _ AP+ GQ+2US
“\54™" sc

Us ’
J(L, 1\ _ BoP+DyQ+2US
SB ' SD) Us '

AP és CpQ az AgPQC) trapéz parhuzamos oldalai, BoP és Dy(Q pedig a BoPQ Dy trapéz parhuzamos oldalai, igy
Osszeglik a megfelels trapéz kozépvonaldnak kétszerese. AgCy és BgDg azonban egy parallelogramma 4tloi, s igy My
metszéspontjuk mindkettst felezi. Messe az My-bdl Ag Byp-vel huzott parhuzamos PQ-t az N pontban, akkor tehat
MyN a két trapéz kozos kdzépvonala, és igy

1L\ _20N+US) (1L
‘\sa'sc)” Us ~“\sB"sp)’

amibdl a bizonyitando allitas (e-vel osztva) mar kovetkezik.

Megjegyzések: 1. A bizonyitasban hallgatolag feltettiik, hogy a PQ egyenes nem metszi a gula alapsokszogét, tehat
az A, B, C, D pontok egyike sem esik a megfelel§ él meghosszabbitasiara. Ez azonban nem lényeges megszoritas,
mert az alapsikot dnmagéval paArhuzamosan eltolhatjuk addig, mig az Osszes metszéspontok az alapnégyszogon kiviil
esnek. Ezzel a metszGsik altal az élekbdl lemetszett szakaszok nem valtoznak, és igy a fenti fennalld Osszefliggések sem.
(Egyébként a bizonyitéas valtoztatas nélkiil érvényes erre az esetre is, ha az U S-sel parhuzamos szakaszokat pozitivnak
vagy negativnak tekintjiik, amint iranyuk a csicsok felirt sorrendje szerint megegyezik vagy ellentétes US irdnyéval.)

2. A bizonyitasban csak egy helyen hasznaltunk fel az alaprol annél tobbet, hogy parallelogramma: mikor arra ko-
vetkeztettiink, hogy a gula oldalélei egyenls hosszisaguak. Ha tetszés szerinti parallelogrammat megengediink alapnak
és a gula cstcsa az atlok metszéspontjaban az alapra emelt merdlegesen van, akkor is igaz annyi, hogy SAy = SC)y
(jeloljiik hosszukat e-vel) és SBy = SDg (= f). Ebben az esetben tehat a fenti levezetés annyit ad, hogy

vagyis egy paralelogramma alapi guldt, amelynek csiucsa az dtlok metszéspontjaiban emelt merdlegesen van, eqy sikkal
elmetszve, a szemkozti élekbdl lemetszett szakaszok reciprok értékének dsszege forditott ardnyban dll egymdssal, mint a

megfeleld élpdarok hossza:
1 n 1Y (1 n 1y £
sATsc) \sB"sp) ="

3. Legyenek az A, B, C, D pontok meréleges vetiiletei az alaplapon A’, B, C’, D’. Ezek rendre az MgAg, MgBy,
MyCo, MyDy félegyenesre esnek, ahol My az alapnégyszog atloinak metszéspontja (6. dbra).



Az AgBy, AB, A’B’ egy ponton mennek keresztiil. Megkeresve a BqCy, CoDg és DgAo-n a megfelels metszés-
pontokat, ezek egy egyenesen, a metsz&sik és az alapsik metszésvonalan sorakoznak. Koénnyen lathato, hogy az My
pontbol a vesszds pontokig terjeds szakaszok kozt is fennéll egy olyan Osszefiiggés, amilyen a feladatban szerepel. (Erre
vonatkozolag az olvaso a jové szamunkban talal egy kittizott feladatot.)



