Leonhard Euler (1707-1783)

EULER LEONARD a matematika egyik fejedelmének nevét minden olvasonk ismeri. Az idén van sziiletésének kétszéaz-
otvenedik évforduloja. Ez igen nagy id6, mégis az évfordulordl az egész civilizalt vilagon megemlékeznek, ami vildgosan
mutatja Euler nagy jelent&ségét a matematika torténetében, s6t jelenére kihaté kimagaslo fontossagat. (Rendkiviili
nagysaga indokolja, hogy lapunk is megemlékezzék az évfordulorol.)

Euler 1707. aprilis 15-én sziiletett egy Basel melletti kis faluban, ahol atyja kalvinista lelkész volt, aki fiat is papnak
szanta. A baseli egyetem, ahova Euler keriilt, volt akkor a matematikaban a vilag legnevezetesebb egyeteme, ahova
messze foldrél gyiilekeztek a tehetséges tanitvanyok, magyarok is. Tandruk a vilaghird BerNOULL{] (ejtsd: bernujji)
Janos nagy matematikus és lelkes tanar, akinek két fia akkor szintén az egyetem hallgatoja volt. Euler meleg baratsagot
kotott veliik. Az ifja Euler tehat nem lett pap, hanem azt az utat kovette, amelyet tehetsége szamara kijelolt. Mate-
matikus lett. Az ifjiu Bernoulli rabeszélésére 20 éves koraban Pétervarra, a mai Leningradba ment, ahol a Tudoményos
Akadémia f6titkara lett. 1741-ben II. Frigyes porosz kirdly meghivisara a berlini Tudomanyos Akadémiahoz keriilt, de
25 év mulva visszament Pétervarra, ahol haldlaig maradt. Fiatalon, 28 éves koraban, elvesztette egyik szemét, 64 éves
kora, 1771 6ta, teljesen vak. Tudomanyos munkéssigit mégsem hagyta abba. Egyik inasinak, aki azel6tt szabolegény
volt, tollba mondotta hires Algebrajat, amely nemcsak a mai kézépiskolai anyagot tartalmazza, hanem joval tobbet. A
koényv annyira vilagos és oly kénnyen érthetd, hogy bel6le a szabolegény alaposan megtanulta az algebra elemeit, ugy,
hogy Euler diktalasa alapjan le tudta irni Euler gondolatait. Euler matematikai irodalmi tevékenysége tehat vaksaga
alatt sem sziint meg, s6t talan még bévebben 6mlott. A konyvet ma is nagyon ajanljuk németil vagy franciaul tudo
olvasdinknak.

Euler, ambar a kor legnevezetesebb uralkodéinak udvartartasdban élt, értéke tudatdban sohasem siillyedt udva-
ronccd, mindig megmaradt biiszke svajci polgarnak. II. Katalin carnénél — aki maga is jelentékeny személyiség — egy
tabornok széva tette, miért Euler, a civil az Akadémia elntke és nem &, a tdbornok. A carnd azt felelte: , Tabornok,
Batyuskam, mindenki lehet, akit EN annak kinevezek, de Eulerré még én sem nevezhetek ki senkit.”

Euler a legtermékenyebb matematikus. Nyomtatott munkainak szama 862, koztiik tobb remek vastag kotet. Mun-
kassdga a matematika minden agaban korszakalkot6. Egyetlen mas matematikus sem volt oly sokoldald, mint 6, joggal
elmondhato, hogy egész mas matematikit hagyott hatra, mint amingt talalt. A legfels6bb matematikiban messze ki-
tolta tudasunk hatérait, de a legelemibb kérdésekbe is dontéen szolt bele. Az iskolai matematika mai egyszerii alakja
Eulernek koszonhets. Ha barki ma haromszogrél beszél, altalaban cstucsait A, B, C-vel, szembenfekv oldalait a, b, c-
vel jeloli. Ez a természetes és attekinthetd jelolési mod Eulertdl ered. A sin, cos, tg, cotg jelolések is Eulertdl valok. Az
f(z), e, 7 jeloléseket is Euler vezette be. A 16. szazadbeli RHATICUS a derékszogii haromszog meghatarozasat 2 adatbol
140 folio oldalon targyalja, az az oly egyszert mod, amelyet ma a II. osztalyban tanultok, Eulertsl ered. Altalaban a
trigonometria mai oly kdnnyi alakja Eulertsl szarmazik, a goniometria majdnem minden formuldjat Euler vezette le,
a gombharomszogtan (ez ma nem iskolai anyag, de mindenkinek sziiksége van ra, aki pl. csillagészattal foglalkozik)
is mai alakjat EulertSl nyerte, legtobb formulajat Eulernek koszoni. A trigonometriai fiiggvényeket dimenzi6 nélkiili
szamértékeknek fogja fel, és a koron mind a négy siknegyedben abréazolja, az elGjeleket az egyes negyedekben elGszor
Euler allapitja meg helyesen. Az analitikus geometria feltalaloi a 17. szazadbeli FERMAT (ejtsd: ferma) és DESCARTES
(ejtsd: dékart, az & rovid) csak egy tengelyt és a kezdSpontot hasznaljak, az ordinatatengelyt Euler vezette be.

Kotetekre lenne sziikség, ha Eulernek csak legfébb eredményeirsl be akarnank szamolni, hiszen 862 dolgozatédnak
legtobbje fontos és érdekes kérdésekre ad valaszt, gyakran tobbre is. Eppen azért csak néhany egyszertien elérhetd
oly eredményének bemutatasara szoritkozom, amelyek ifja olvasoinkat érdekelhetik. A logaritmusnak mint a hatvany
megforditasanak, igy tehat 7. alapmivelet gyandnt vald felfogasa Eulertsl szarmazik. A 18. szézad elejének tudosai
sokat vitatkoztak arrdl, mit kell a negativ szam logaritmusén érteni? A vitat Euler dontotte el, amikor megmutatta,
hogy a logaritmus fogalmat célszertien at lehet vinni a komplex szamok korére is, de itt mar a logaritmus végtelen sok
értéki fliggvény, és a negativ szam logaritmusa komplex szam.

A haromszog Euler-féle egyenesérdl az iskoldban tanultatok. A haromszog magassagi pontja M, sulypontja S, és
a koriilirt kor kozéppontja O ebben a sorrendben egy egyenesen, az Euler-féle egyenesen fekszik, és M.S = 2- SO. Az
affinitas geometriai rokonsagat is Euler vezette be. A Feuerbach-féle kort a francia szerzék Euler-féle kdrnek nevezik,
mert 6 ismerte fel elGszor, hogy a haromszog oldalfelezd pontjai, a magassagok talppontjai és a magassagok felsd
részeinek felez6pontjai ugyanazon koron fekiisznek. (A FEUERBACH-kor elnevezés mégis jogos, mert az a tétel, hogy a
Feuerbach-kor érinti a haromszog mind a négy érinté korét, Feuerbachtol szarmazik.)

~Euler poliéder tétele” is iskolai anyag. Ez a tétel tulajdonképp régibb, mar Descartes leveleiben is eléfordul, de
Euler 6nélloan fedezte fel, Descartes levelét ugyanis csak 80 évvel Euler halala utan publikiltak. Ez a tétel agy szol,
ha egy szogletes test lapjainak szadma [, csticsainak szdma c, és éleinek szadma e, akkor altaldban [ 4+ c = e + 2.

Mint ismeretes, ez az Osszefiiggés konvex szogletes testekre mindig igaz, de konkdv egyenes vonalu testekre nem
mindig all fenn. Pl., ha a hasdbhoz siklapokbol allé fogantyut ragasztunk, a keletkezett testre (1. 4bra) mar nem all a
tétel.

LA BernouLLI csalad nevezetes a tudomany tdrténetében, mert benne joval 100 éven tal, tdbb nemzedéken 4t 6roklGdott a kivételes
matematikai tehetség.



1. dbra

(Abrankon | = 16, ¢ = 20 és e = 35, tehat [ + ¢ = e + 1,) Ujabban felteszik, hogy mar az 6gérég ARCHIMEDES is
ismerte a poliéder tételt.

Most néhény, az iskola anyagaban nem szerepls elemi természetd eredményét vagy bizonyitasat fogom bemutatni.

Képzeljlink egy 6-6 = 36 mezeji sakktablat. Az Euler-féle ,36 tiszt problémdja” a kévetkezd: 6 ezredbeli 6 kiilonb6z6
rendfokozatu tiszt helyezkedjék el tgy, hogy az ugyanazon sorban vagy oszlopban elhelyezkedd tisztek kézott ne legyen
két azonos ezredbeli vagy azonos rendfokozati. Euler — ennél 4ltalanosabban — kimutatta, hogy ez lehetetlen, ha 4n+ 2
kiilonboz6 ezredbeli, 4n 4 2 szamu kiilonb6z6 rendfokozatu tisztet akarnank igy elhelyezni.

Egy masik ily egyszert Euler-féle probléma a ,,Kdénigsbergi hidak” probléméja. Konigsberg varosat atszel Pregel
folyon atvezets hét hid helyzetét vazlatosan a 2. 4bra mutatja.
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2. dbra

A feladat, hogy kell a sétat berendezni, ha valamennyi hidon at akarunk menni, de mindegyiken csak egyszer, hogy
kiindul6 pontunkra visszatérjiink. Ha a kérdést a budapesti hidakra vonatkozolag akarnam feltenni, azonnal lathatnok,
hogy a feltétel teljesithetetlen, mert a Margitszigetre vezetd mind a két hid harom agu, tehat sétdnknal egy ag vagy
kimarad, vagy kétszer kell utba ejteni. A konigsbergi hidakhoz visszatérve, hasonloképpen nézziik azokat a teriileteket,
amelyekre harom hid vezet, pl. a foly6é deltdjat jobb oldalt. Nyilvan csak két eshetGség lehetséges, ha mindharom
hidat atba akarjuk ejteni, vagy kétszer bemegyiink a deltaba, és egyszer tavozunk, vagy forditva egyszer be, kétszer
ki. A masodik esetben a séta a deltaban kezd&dott, kiilonben nem téavozhatnank kétszer a deltabol, ahova csak egyszer
mentiink be, az els6 esetben hasonld okbodl a séta a deltdban végzédik. Amit a deltarél mondtunk, all a folyo két
pontjarodl is, mert oda is harom hid vezet, ahol tehat a sétanak kezdddnie vagy végzédnie kell. Ezek szerint (mint az
abra is mutatja) harom oly teriilet van, ahol a sétanak kezd&dnie vagy végzGdnie kellene. Marpedig ez lehetetlen, a
feladat tehat nem teljesithet. Ez a probléma ugyebar jatéknak, afféle matematikai mulatsagnak tetszik, a valésagban
azonban elvezet a mai matematika egyik fontos agahoz, a topolégidhoz.

A megokolas ugyan csak fels6bb matematikai meggondolasokkal lehetséges, de az eredmény egyszeri alakja és az
iskola anyagéval valé Osszefiiggése miatt bizonyitas nélkiil megemlitem Euler fontos eredményeit az exponencialis és
trigonometrikus fiiggvények Osszefiiggésérsl. Az

e =cosz +isinx
Euler-féle formula (i = vV—1, e = 2,7172. .., a természetes logaritmus alapszama) a legnagyobb matematikai felfede-
zések egyike. nz-re valé alkalmazasa adja az

e = (cosz +isinz)" = cosnz + isinnx



un. Mo1vRE-féle formulat, amelynek ez az egyszert, ma hasznalt alakja Eulertsl vald, és amely sok trigonometriai
felfedezésének nyitja. Ugyaninnen erednek a logaritmusra vonatkozé mar emlitett felfedezései. Alkalmazasként zart
alakban fogjuk irni a fenti Gsszefiiggés segitségével az

1+cosx+cos2x+ ...+ cosne

sinx +sin2x + ...+ sinnx

Osszegeket a
qg=¢e" =cosx +isinx

hanyadost

Q=1+q+¢+...+¢" =
=1+ (cosz +isinx) + (cos2z +isin2z) + ... + (cosnx + isinnz)

mértani sorban. Az els§ Gsszeg a valos (i-t nem tartalmazo) rész, a masodik pedig a képzetes rész (i szorzoja). Ha
q # 1, azaz x # 0, akkor a mértani sort Osszegezve (és q_%—nel bévitve)

 cos (—iz) +isin(—4z) — [cos (n+ 3) z +isin

_ (
(

n+ %) a:] _
cos (—%x) + 7 sin (—%x) — [cos (%x) + 7 sin %x)}
) 7]

_cos%—cos(n+%)x—i[sin%+sin(n+% z

—2isin%
sin%—i—sin(n—l—%):b—l—i[COS%—cos(n—i—%)x}

: T
2 sin 5

[Az utolso lépésben i-vel bévitettiink, és felhasznaltuk, hogy i(—i) = —i2 = —(—1) = 1]. Osszehasonlitva Q két alakjat,
azt kapjuk, hogy

DO 3 1
sm§—|—sm(n—|— 5):1:
: T
2s1n§

cos%—cos(n—i—%)x

1+cosx+cos2x+...4+ cosnx =

sinx +sin2x + ... +sinnx =

: xT
2 sin 5

A kapott Gsszefliggések konnyen igazolhatok komplex szamok hasznalata nélkil teljes indukcidval, vagy a bal
oldalakat 2 sin 5—1e1 szorozva, és a trigonometrikus szorzatokat kiilonbséggé alakitva.

Attérek Euler néhany szamelmeéleti felfedezésének ismertetésére. Szamelmeélet-nek a matematika azon agat nevezik,
amely elsGsorban az egész szdmok sajatsagainak felderitésével foglalkozik. Szaz évvel Euler el6tt is élt mar egy nagy
matematikus, a mar emlitett Fermat, aki fontos eredményeket ért el a szamelméletben; de Fermat csak tételeit kozolte,
a moédszert, amellyel eredményeihez jutott, elhallgatta. Euler életcéljanak tekintette, hogy Fermat bizonyités nélkiil
fennmaradt tételeire bizonyitast keressen. Ez a legtobb esetben sikeriilt is neki, s6t sokszor lényegesen altalanositotta
Fermat tételeit. Néhany ilyen vizsgalatarol beszamolok.

Ezek kozott a legnevezetesebb az, melyet ma réviden ,Fermat tételé"-nek vagy ,Fermat kis tételé"-nek neveznek.
(,,Kis tételnek nevezett nagy tétel” — mondja szellemesen egy magyar matematikus.)

El6szor Euler bizonyitotta be, hdrom bizonyitast adott ra, szépségiik és érdekességiik miatt mindharmat bemuta-
tom. Maga a tétel igy szol:

Legyen p valamely tetsz6leges primszam, és a nem oszthato p-vel, akkor

ab™t -1
oszthatd p-vel vagy mai nyelven a kongruenciaE jelével

a?” ' =1 (mod p).

2A kongruencia fogalmat és miveleti szabalyat ismertettem lapunk idei évfolyamaban: K. M. L. XIV, 1957. 34. és 35. o., ismeretiiket
tehat feltételezem. Lasd még Faragd Laszlo: A szdmelmélet elemei, 48-57. o. vagy Matematikai Versenytételek 1. rész, 45-47. o.



Az allitas p = 2-re magatol értetdds, igy a bizonyitasban elég paratlan primszamokra szoritkozni.
Euler elsé bizonyitasa azt adja, hogy a” — a minden a-ra oszthato p-vel. A bizonyitas a binomidlis egyiitthatok egy
egyszerd sajatsagat hasznalja fel és teljes indukciéval torténik.

Hak=1,2,...p—1, akkor a
p\_pp=1)...p-k+1)
k k!

binomialis egyilitthatoé (amelyrsl tudjuk, hogy egész szam) oszthato p-vel, mert a szamlalo oszthatod vele, viszont a
nevezG p-nél kisebb szdmok szorzata, és igy nem lehet p-vel oszthato, hiszen p torzsszam.
A binomilis tétel értelmében

2P_(1+1)1’_1+<Zl’>+<§)+...+<pfl>+1,

P _ — p p — =
2P — 2 <1)+...+<p_1> pA=0 (mod p),

azaz oszthatd p-vel. A tétel a = 2-re tehat helyes.
Tegyiik most fel, hogy valamilyen a(> 2) értékre mar tudjuk az allitas helyességét:

tehét

a? —a=p A

Ekkor belatjuk, hogy helyes a helyett (a + 1)-re is.

-1

+1—a—1:(ap—a)+{(119)ap‘1+<g>a”‘2+...+(pfl>a}:

pA+pB=0 (mod p).

(@a+ 1) —(a+1)=a” + (117>GP1+ (g)aPQ—i—...—i— (pp )a-i—

Az els6 zarojelben levo kifejezésrol az indukcios feltevésbol, a masodikrol pedig a binomiélis egytitthato fent belatott
tulajdonsagabdl tudjuk, hogy oszthatd p-vel.

Ezzel igazoltuk a fent kimondott tételt. Ha a oszthato p-vel, akkor mind a két tag kiilon oszthato p-vel. Ha @ nem
oszthat6 p-vel, akkor — p primszam lévén — a? — a = a(a?~ — 1) csak ugy lehet p-vel oszthato6, ha a masodik tényezs
oszthato vele, vagyis

a®”'=1 (mod p).

Ezzel igazoltuk az allitast eredeti alakjaban is.

Masodik bizonyitasdban Euler a tételt altalanositja, mert kimutatja, hogy a tétel igy fogalmazhato, hogy Gsszetett
modulusokra is érvényes. A p-nél kisebb, hozza relativ primszamok szama p— 1, amint Euler megmutatta, ez a Fermat-
féle kongruenciaban a p — 1 kitevé jelentGsége. Ha tehat n egy tetszéleges egész szam (n lehet tehat primszam és lehet
Osszetett), akkor, ha a nala kisebb és hozza relativ prim pozitiv egész szamok szamat, amint szokas ¢(n)-nel jelsljiike,
ha a valamely n-hez relativ primszam, akkor

a?™ =1 (mod n).

a Fermat-féle kongruencia Euler-féle dltaldnositdsa.
Irjunk a rovidség kedvéért ¢(n) = m-t. Legyenek az n-nél kisebb n-hez relativ primszamok (valamilyen sorrendben)

1,723 Tm.

Azt allitjuk, hogyha a és n egyméshoz relativ primek, akkor az

ary,arg,...,army.
szamokat p-vel osztva, azok r,rh, ..., , maradékai Gjra az 1,72, ..., 7, szidmok valamilyen sorrendben.
A maradék jelentése szerint ar; — 7} oszthato n-nel (i = 1,2,...,m). Itt 7 is relativ prim n-hez, mert kiilénben n

és r} legnagyobb kozos osztoja lenne ar;-nek is, de ez nem lehet, mert a és r; relativ prim n-hez, és igy a szorzatuk is
az.

Az v rh, ... 7 szamok tehat minden esetre az 71,72, ..., 7, szamok koziil keriilnek ki. Mivel mind a két soro-
zatnak ugyanannyi eleme van, igy annak megmutatidsadhoz, hogy az el6bbiben szerepel az ut6bbi minden eleme, elég

3Lasd K. M. L. XIV., 1957. 67. o., vagy Farago L,: A szdmelmélet elemel 42,-44. o.



megmutatni, hogy az el6bbi sorozat kiilonb6z6 indexekhez tartozo elemei nem lehetnek egyenldk. Valoban, ha r; = 7
volna (i # j), vagyis ar; és ar; ugyanazt a maradékot adnd n-nel osztva, akkor

ar; —ar; = a(r; — ;)

oszthaté volna n-nel. Mivel a és n relativ primek, igy ez csak ugy lehetne, ha r; — r; oszthat6 volna n-nel. Ez azonban
lehetetlen, mert 7; és r; kiilonb6z6, n-nél kisebb pozitiv szdmok, s igy kiilonbségiik abszolut értéke n-nél kisebb, és
nem 0.

Ezzel igazoltuk a fent kimondott allitdsunkat. A maradékokra a kongruencia jelét hasznélva, fennall:

ary =1} (mod n),
ary =1 (mod n),
arm =1, (mod n)
Szorozzuk Ossze ezt az m kongruenciat:
a"riTy T =TT T (mod n),

de az r-ek sorozata azonos (més sorrendben) az r’-k sorozatéval, tehéat szorzataik azonosak. Az r-ek s az r'-k is
egyenként relativ primek n-hez, tehat szorzatuk is az, ezért ezzel a szorzattal a kongruencia mindkét oldalan egysze-

risithetiink, s marad

a™ =1 (mod n).

vagy m helyébe az értékét beirva
a?™ =1 (mod n) q. e d.

Euler harmadik bizonyitasa is kozvetleniil ezt az utobbi kongruenciat bizonyitja, st még tébb deriil ki bel6le. Azt
mutatja meg ugyanis, hogyha o a legkisebb kitevd, amelyre az

a®=1 (mod n).

kongruencia teljesil, akkor § osztdja p(n)-nek.
Tekintsiik ugyanis a-nak egymas utan kovetkezs hatvanyait:

(1) a, a®, a®,. ..

Ezeknek az n osztora vett maradékai csak véges sok értéket vehetnek fel (legfeljebb n-et), igy elég messze menve
a sorozatban talalhato két hatvany o' és o/ (i > j), amely ugyanazt a maradékot adja, vagyis amelyek kiilonbsége
oszthato n-nel. De a, s igy o’ is relativ prim n-hez, o' — o/ = aj(ai_j — 1) pedig oszthatoé m-nel, tehat a™l —1is
oszthat6 n-nel. Van tehat olyan k kitevs (pl. k =i — j), amelyre a® — 1 oszthato n-nel, vagy a kongruenciak nyelvén

a* =1 (mod n).

Legyen ¢ a legkisebb kitevs, melyre az
a®=1 (mod n).

kongruencia teljestl. Most lehetséges, hogy az (1) sorozat kimeriti az Gsszes a-nal kisebb és a-hoz relativ primszamokat.
Ekkor 0 = p(n), és igy az allitas bizonyitast nyert. Ha nem, akkor van olyan n-hez relativ prim b szam, amelynek az
n osztora vett maradéka kiilonbozik az

(1) a, a%,....a°
sorozat minden elemének maradékatol. Szorozzuk meg az (1) sorozat minden tagjat b-vel, igy kapjuk az
(2) ab, a?b, a®b, ..., a’b

sorozatot, amelyben nincs két egymassal mod n kongruens szam, és amelynek minden tagja kiilonbozik az (1’) sorozat
minden tagjatol. Valoban, ha valamilyen 1 < j < i < 4 kitevGkre

a'b =a’b  (mod n)

lenne, akkor o
a7 =1 (mod n).

lenne, és itt 0 < i — j < 4, holott § a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre a kongruencia teljesiil.



Ha pedig
a’b=a'b (mod n)

lenne, akkor o
b=a""7 (mod n).

volna, azaz b maradéka el6fordulna az (1’) sorozat maradékai kbzt, holott ennek az ellenkezdjét tettiik fel.
Ha az (1’) és (2) sorozatok egyiitt sem meritenék ki az n-nél kisebb és hozza relativ primszamok sorat, akkor volna
oly c szam, mely maradéka egyik sorozat maradékai kozt sem foglaltatnék, és ugyanigy kimutathatnok, hogy az

(3) ac, a®, ..., a’c

sorozat mindenikének maradéka mod n kiilénbo6z6, és az (1°) és (2) sorozat barmely tagjaétol is kiilonbozik, és igy
tovabb, a kiilonb6z6 maradékok szama mindenesetre, oszthato d-val. Q. e. d.

Ez a bizonyitas — amint SPEISER baseli professzoxﬁ matematikai antolégidjaban mondja, a 18. szézad egyik alapvets
teljesitménye. Vele kezdddik — amint ugyancsak Speiser mondja — a matematikiban az elegancia, mert a szdmolas
elkeriilésével vezet nagy jelentGségl eredményhez. A bizonyitasban a matematika egy fontos 0j aganak az alapgondolata
rejlik, mely a mai matematikdban uralkodé. Nem csoda tehat, hogy minden matematikai antolégidnak nélkiilozhetetlen
alkatrésze ez a csodalatos bizonyitas.

Euler tovabbi szamelmeéleti felfedezéseinek felsorolasdban is felhasznalom a kongruencia fogalmét, mert igy rovi-
debben mondhatom el Sket.

Euler igen sokat foglalkozott a kvadratikus kongruencidkkal. Ezalatt ezt értjiik: Legyen D oly egész szam, mely
nem oszthato a p torzsszammal. Akkor az

z>=D (mod p)

kongruencia megoldhatd, ha
—1
D% =1 (mod p),

és megoldhatatlan (azaz nincs oly = szam; melynek négyzetébsl D-t kivonva, p-vel oszthat6 szdmot kapunk), ha
D™= =-1 (mod p).

Rogton latni, hogy ebbdl az ,Euler-féle kritériumbol” a Fermat-tétel ajabb — negyedik — bizonyitésa kovetkezik, mert
négyzetre emelés minden esetben
DP™' =1 (mod p)

kongruenciat szolgaltatja.

A kvadratikus kongruencidkkal valo allandé foglalkozasdnak eredményeit 6sszefoglalva élete utolso évében egy igen
nagy jelent&ségd tételt talalt, az elemi szadmelmélet egyik legmélyebb tételét. Legyen p és ¢ két primszam. Ha p és g
valamelyike 4k + 1 alaka, akkor az

z2=p (mod q)
és

2 =q (mod p)
kongruencidknak vagy mindkett&je megoldhatd vagy egyikiik sem; ha pedig p is, ¢ is 4k + 3 alaka, akkor a két
kongruencia koziil mindig megoldhat6é az egyik, de csak az egyik. A két kongruencia fennéalldsa, ill. lehetetlensége
kozott Osszefliggést talalt, azért a tételt ma reciprocitdsi tételnek nevezik. Tételét Euler nem tudta bebizonyitani, ez
csak joval késGbb a 19 éves GAUSSnak sikeriilt, aki Eulertdl fiiggetleniil szintén felfedezte ]

Mondtam mar, hogy Euler életproblémajanak tekintette Fermat bizonyitds nélkiil fennmaradt tételeinek bebizo-
nyitasat. Ezek koziil néhanyat felsorolok.

Minden 4k + 1 alakt primszam két négyzetszam Osszege.

Minden természetes egész szam elGallithaté, mint 4 négyzetszam Osszege. Ezen tétel bizonyitési kisérletei kozben
talalta a kovetkezd csodalatos azonossagot:

(@F + 25 + 23 + 2D (7 + 3 + 3 +yi) =
(x1y2 + Toy2 + z3y3 + :1:4y4)2 + (z1y2 — T2y + T3Ys — I4y3)2+
+(z1y3 — T3y1 + Tay2 — l’2y4)2 + (T1ya — T4y + T2Y3 — 3333/2)2

(bizonyitasat az olvasora bizom), melynek folytan elég a tételt primszdmokra bizonyitani.

4A. Spuiser: Klassische Stiicke der Mathematik, Zarich und Leipzig 1925. Orell Fossli
110. o.
5Lasd K. M. L. X. kétet, 1955. apr. 98. o.



A diofantoszi egyenletek elmélete is igen nagy eredményeket koszonhet Euler-nek. Emlitett algebrai konyvének
mésodik része a diofantoszi egyenletekkel foglalkozik. Bebizonyitotta, hogy az

2?42 =y

egyenlet egyetlen megoldasa x =5, y = 3, és az
22 4 =y8

egyenletnek csak két megoldasa van x =2, y = 2 és x = 11, y = 5. Fermat ezekre a tételeire igen biiszke volt, de csak
Euler bizonyitdsa maradt fenn. Bebizonyitotta toviabba az tn. Fermat-féle sejtés kdvetkezd specidlis eseteit, hogy az

3 2

2ty =z és az x4:l:y4=z
egyenletek 0-t6l kiilonboz6 egész szamokban lehetetlenek. Felemlitem tovabba a kovetkez (Fermat-tol fiiggetlen)
eredményét. Az

2+ 1=y

hatarozatlan egyenlet Gsszes megoldasai x = —1, 0, 2; y = 0, 1, 3, vagyis két egymasra kovetkezs szam koziil —a —1,0;
0,1; 8,9 paroktol eltekintve — nem lehet az egyik kob, a masik négyzet.

Lapunkban egyik régebbi cikkembend ismertettem a biztositdsi matematika elemeit. A biztositdsi matematika is
Eulertédl szarmazik.

Euler f6érdeme a fels6bb matematika részletes kidolgozéasa, hogy a természet vizsgalatara alkalmas legyen. Mind-
err6l a sok bamulatos eredményrél nem szélhattam, de egyik kdnnyen érthets, ambar igen magas segédeszkozoket
igényls problémajarél megemlékezem egy-két széval. Keresendsk azon gorbék, amelyek valamely kivant sajatsédggal a
legnagyobb vagy a legkisebb mértékben rendelkeznek. Pl. az egyenl keriiletid zart gorbék koziil melyeknek a teriilete
a legnagyobb.

Nem hagyom sz6 nélkiil, hogy akadtak matematikusok, akik kifogasoltak, hogy Euler a matematika filozofiai alapjait
elhanyagolta, és csak a matematikaval (és alkalmazasaival) tor6dott, ebben pedig a legnagyobb mesterek kozé tartozik,
a logikai alapokkal szemben pedig kozombos. Ezért egy-két eredménye hibés, de egyébként csodalatos matematikai
érzéke megovta azoktol a hibaktol, amelyekre a régi id6k nem elég preciz fogalomalkotéasa tobb kortarsat csabitotta. A
nagy alkoté korszakokban visszaszorul a kritika, amely meddébb korszakokban virul. Euler pedig a legnagyobb stilusi
alkotok koziil valé. Csak igen kevés alkotasat soroltam fel — és mégis micsoda gazdagsag!

A matematikdnak nagyon sok kedvelGje van napjainkban, kiilonésen hazankban. Ezeket fogva tartja a matematika
szépségének varazsa. Mar pedig Euler levezetései — amint a bemutatott izeliték is — a benniik rejls szépség folytan
sok-sok nemzedéknek okoztak gyOnyoriséget, és a ,mathematica delectans” nagy mtvészének megszerezték sok-sok
ezer olvasdjanak bamulatat és tiszteletét. A magyar ifjusdg is 6rémmel hodol a zsenialis matematikus emlékének.

6Lasd K. M. L. IX., 1954. nov. 68-70. o.



