(2., befejezs kozlemény)
ITI. Magasabbrendid determinansok

A haromismeretlenes egyenletrendszer megoldasanal felléps bonyolult egyiitthatokat a harmadrendid determinans
bevezetésével tettiik attekinthet6kké és konnyen kezelhetGkké. A négy- és tobbismeretlenes egyenletrendszer megolda-
sdnal még bonyolultabb kifejezések lépnek fel, ezek attekintésére — az elézbekhez teljesen hasonléan — bevezethetnsk
a negyed- és magasabbrendi determinansokat. De kinalkozik egy masik moéd is. Ahogyan a harmadrendii determinéns
definidlhaté a negyedrendd determinans, és igy tovabb. Az olyan tipusi definiciot, amely mindig az egy 1épéssel elgbb
definialt fogalomra épiti fel a kdvetkezd fogalmat bizonyos utasitas alapjan, rekurziv definiciénak, az utasitast rekurzios
formulanak nevezziik.

Ilyen médon az n-edrendid determinans definicidja a kovetkezs: n-edrendd determindnsnak nevezziik az n sorba és

n oszlopba rendezett n? szamu elem alabbi modon kiszamithato kifejezését:

ail @12 @13 ... Gin
a22 A23 ... A2n a21 ag3 ... Aop
d21 @22 €23 .- G2n asz ass ... as asi ass ... as
(5) a1 sz a33 ... A3p | = a11 — a2 +

.................. 3 O3 -« » G Gy O3 - - By
anl Gn2 Gp3 - .. Gnp

a1 @22 G424 ... aA2n az1 a2 ... aan—1

as] a32 a34 ... AaA3n n+1 as; as2 ... asn—1
“+ai3 — ...+ (—1) a1n

anl Gp2 N4 ... Anpp anl Gp2 - .. Qpn—1

Az elgjelek valtakozva kovetkeznek, és minden elem egy (n — 1)-ed rendi determinanssal van megszorozva, amely
ugy keletkezik, hogy az eredeti determindnstol a kérdéses elemet tartalmazo sort és oszlopot elhagytuk. Az igy kapott
determinédnst — elGjelével egyiitt! — az illet§ elemhez tartozd aldetermindnsnak nevezziikk. (Az aq1 elemhez tartozo
aldeterminéns jele Aqq stb.) Ez utdbbi eljarast a determindns elsd sora szerinti kifejtésének szokas nevezni.

Ha a kifejtés soran kapott (n — 1)-edrendi aldeterminansokat az adott utasitas alapjan ismeét kifejtjik, (n — 2)-
edrendii determinansokhoz, az eljarast folytatva végiil is masodrendd determinansokhoz jutunk; ezek értéke pedig a
mar ismert médon kiszamithato. Figyeljiik meg azt is, hogy a kifejtések sordn annak az elemnek a sorat és oszlopat,
amellyel az aldeterminansokat szoroztuk, mindig elhagytuk, igy az eljaras végén kapott szorzatokban minden sorbol
és oszlopbdl pontosan egy elem szerepel. A szorzatok n tényezGsek, mert n oszlopbdl és sorbol kellett kivalogatnunk
a tényezsket. Ezek szerint az n-edrendi determinéns értéke (a harmadrendiih6z hasonléan) kiszamithato agy is, hogy
a determinans elemeibdl elkészitjiikk az 0sszes n tényezds szorzatokat ugy, hogy a szorzatokban minden oszlopbdl és
sorbol pontosan egy elem szerepeljen.

Kérdéses még az, hogyan allapitjuk meg a kapott szorzatok elGjelét. Az (5) kifejtésben az ag,, elemmel szorzott
aldeterminans akkor kap negativ elGjelet, ha k; oszlopindex péaros, azaz ha k;-nél kisebb indexek szdma péaratlan.
A teljes kifejtésben minden aix,, @2k, -- ., ank, tagban ezek a ki-nél kisebb oszlopindexek az a1y, , tényez6 mdgitt
all6 tényezének oszlopindexei, azaz pdratlan szami oszlopinder van inverzidban ki-gyel. Ezeket a tagokat a kifejtés
értelmében negativ elGjellel kell ellatni.

Lépésrol lépésre tovabbhaladva a kifejtésben teljesen hasonlé gondolatmenettel megallapithato, hogy egy a1y,
02i,, Oni, tag eldjele aszerint pozitiv vagy negativ, amint az i1i2 .. .1, permutdcioban az inverziok szima pdros-e vagy
pdratlan. Egy ilyen tag tehat ‘

(—l)Ja1k1a2k2 < Qnk,
alaku, ahol j jelenti a k1, ke, ..., k, permutacié inverzidéinak a szadmat.

n tényezGs szorzatot. Az n-edrendd determinans ezen tagok Osszege, azaz

D= Z (1) a1, azn, - - - ank,
p

éppen szerepls permutéci6 inverzidinak a szama. (Latjuk, hogy egy n-edrendi determinansnak n? szamu eleme és n!
szamu tagja van.)

IV. Az n-rendii determinans tulajdonsagai

Az alabbiakban a determinansok egynéhény jellemzé tulajdonségat emlitjiikk meg.



1. A determindns értéke nem vdltozik, ha sorait felcseréljiik oszlopaival (a determindnst tikrozzik a fédtlora.)

a11 @12 ... Q1n ail a1 ... Gni
D= 21 A22 ... 42p _ a12 422 ... An2 - D,
anl An2 Ann A1n G2n Ann

Bizonyitds: Készitsiik el mind a két determinéns tagjait:

D= E(—l)Ka1k1a2k2 oAk

n

1 J
D = E(—l) 110425 « -+ - Ay

ahol K jelenti a ki, ko, ..., k, permutéacio, I pedig az 11, i, ..., i, permutacié inverzidinak a szamat, az Osszegezés
természetesen az Osszes permutaciokra vonatkozik.

D minden tagjaban a sorindexek (elss indexek), D’ minden tagjaban az oszlopindexek (masodik indexek) vannak
termeészetes sorrendben, és mellettiik az oszlop-, illetve sorindexek egy-egy permutacioja all. Nyilvanvalo, hogy D
minden tagjanak megfelel D'-nek egy olyan tagja, amelyben a tényezék ugyanazok, de mas sorrendben allnak, és meg-
forditva[l Szemeljlink ki két ilyen egyméasnak megfelels tagot. Mivel a két kiszemelt tag csak a tényezGk sorrendjében
kiilonbozik egyméastol, abszolut értékiik egyenld, és igy csak az elGjelet kell még megallapitani. Az elGjelet pedig, ha a

Cseréljiik fel a D’ determinans kiszemelt tagjanak tényezdit ugy, hagy az oszlopindexek helyett a sorindexek
legyenek természetes sorrendben. Ezzel természetesen az oszlopindexek természetes sorrendje felbomlik, és annak egy
permutacioja all els. Ha sikeriil bebizonyitani, hogy az ¢, 42, ..., @, és ki, ko, ..., k, permutaciok inverzidinak
szama, és ezzel a kiszemelt tag elGjele nem valtozik meg, allitdsunkat bebizonyitottuk, mert ekkor D minden tagjdhoz
talaltunk D’ felbontasaban egy vele pontosan egyenld tagot, és forditva, igy a két determinéns értéke egyenld.

Bebizonyitjuk tehat még azt, az i1, i2, ..., iy és a k1, ko, ..., k, permutéicidk inverzidinak a szadma egyenld.

a) Tegyiik fel, hogy két i (sor) index kozott pl. 4, és i, kozott inverzié van, azaz i, > i,, de i, mégis el6bb all,
mint 4, vagyis v < p:

...aiw...aiw...

Ha most a szorzat tényezGit az els6 sorindexek szerint rendezziik, akkor a kisebb 4, indext a;,, tényezd el6bb fog
allani, mint az i,-nél nagyobb %, indexd a; ., tényezs:

...aiu#...aivv

Ekkor pedig p > v folytan u és v fog inverziot alkotni. Igy ha az elsé szorzatnal i, és 1, volt inverziéban, akkora
masodik szorzatnal v és u lesz inverzidban.

b) Ha pedig i, és i, nincsenek inverzidban, azaz i, < i, és v < u, akkor az elsd indexek szerint torténd atrendezéskor
az a;,, elem tovabbra is megel6zi az a;,, elemet, és igy v és p a masodik szorzatban sem lesz inverzidban.

Ezek szerint tehét, ha az els6 indexekben két elem kozott inverzid volt, akkor az atrendezés utdn a megfelels
tényezbk cseréje miatt a hozzajuk tartozé masodik indexek kozott lesz inverzid, ha tobb elempar volt inverzioban,
akkor ugyanannyi lesz a csere utan is, ha pedig nem volt kozottiik inverzio, akkor a megfelel tényez6knek egymashoz
viszonyitott helyzete nem véltozott, tehat a hozzajuk tartozé masodik indexekben sem lesz inverzi6. Eppen ezért az
atrendezés utani tag pontosan ugyanazt az elGjelet kapja, mint az atrendezés elGtti. Ezzel a tételt teljes egészében
bebizonyitottuk.

Az els6 tulajdonsag lehetové teszi azt, hogy a determinanst ne csak az els6 sora, hanem az els6 oszlopa szerint is
kifejthessiik. Onként felmeriil a kérdés, nem lehetne-e méas sora (oszlopa) szerint kifejteni a determinanst, és ha igen,
akkor hogyan? A kérdésre a 2. tulajdonsag ad valaszt:

2. A determindns tetszdleges sora (oszlopa) szerint kifejthetd. A tetsz6leges sor szerinti kifejtés azt jelenti, hogy az
illet6 sor minden elemét megszorozzuk az elemhez tartoz6 aldeterminanssal és ezeket az értékeket osszeadjuk.
Az egyes elemekhez tartozo aldeterminénsok elGjelét a sakktabla-szabaly alapjan allapitjuk meg:

ail ai2 ai3 aiq
a a a a
1P1 az 21 a22 a23 a24
a3zl az2 az3 as4
a41 @42 a43 Q44
most a — azjaizaqzaza felel meg.

negyedrendd determinans egyik tagja — a12a24a31a43. Cseréljiik fel az oszlopokat a sorokkal. Az el6bbi tagnak



Tekintsiink egy tetszéleges sor szerinti kifejtést. Mivel mindig a szorzoé elemek sorat és oszlopat elhagyva készitjiik
el a megfelel6 aldeterminénst, ez azt biztositja, hogy végiil is az n tényezGs szorzatokban minden oszlopbél és sorboél
pontosan egy elem szerepel. Igy — az eljelet egyel6re nem vizsgalva — pontosan azokat a tagokat kapjuk, mint az
els6 sor szerinti kifejtéskor. Az (5) kifejtésben maéar lerdgzitettiik, hogy az elGjelek véltakozva kovetkeznek. Ha az
(els6 tulajdonsagot felhasznalva) determindns sorait és oszlopait felcseréljik, latjuk, hogy az ais2 elemhez tartozo
negativ elGjeld aldeterminans most az as; elemhez fog tartozni, tehat a masodik sor elsé eleméhez negativ elGjelid
determinéns tartozik. Az elGjelek valtakozasa miatt most mar a méasodik sor minden eleméhez tartozo aldeterminéns
elgjelét megallapithatjuk. Igy fokozatosan tovabbhaladva megallapithatjuk a harmadik sor és oszlop elemeihez tartozo
aldeterminansok elGjelét stb. Ezeket a megallapitasokat rogziti konnyen megjegyezhets formaban a ,sakktabla-szabaly.”

3. Ha a determindns két sordt (oszlopdt) felcseréljiik egymdssal, a determindns értéke (—1)-gyel szorzodik.

Bizonyitds:

Elgszor arra az esetre szoritkozunk, amikor két szomszédos sort cseréliink fel egymaéssal. Cseréljiik fel az eredeti
determindnsnak pl. a két szomszédos i-edik és j-edik sorat egymassal. Fejtsiik ki az eredeti determinénst az i-edik,
a felcserélt sort determinanst pedig a j-edik (ahol most az eredeti determinans i-edik soranak elemei vannak!) sora
szerint. Azt tapasztaljuk, hogy a szorzo elemek mind a két kifejtésnél rendre ugyanazok, s6t a hozzajuk tartozd
aldeterminansok elemei is, csak éppen az aldetermininsok — a ,sakktabla szabaly” miatt — ellenkezs elGjelet kapnak.
Igy a masodik determinans kifejtésének minden tagja az eredeti determinans kifejtése megfelels tagjanak (—1)-szerese,
igy értéke és az eredeti determinéns értékének (—1)-szerese.

Egyszerid szamolassal belathato, hogy két nem szomszédos sor felcserélése mindig paratlan szami szomszédcsere
atjan térténikE minden szomszédcsere alkalmaval tehat (—1)-gyel, sszesen (—1)-nek pératlan kitevGji hatvanyéval,
azaz (—1)-gyel szorzodik az eredeti determinéans értéke.

A harmadik tulajdonsaghol konnyen leolvashato a kovetkezo:

4. Ha egy determindns két sora (oszlopa) megegyezik egymdssal (elemrdl elemre), akkor a determindns értéke 0.

Bizonyitds:
Jeloljiik a szoban forg6 determinéns értékét D-vel. Ha a két megegyezs sort (oszlopot) felcseréljiik, akkor a deter-
minans értéke egyrészt valtozatlan marad, masrészt az el6z6 tulajdonsag miatt (—1)-gyel szorzodik, azaz D = —D,

ami csak ugy lehet, ha D = 0. A determinans kifejtése szempontjabol nagyon lényeges a kovetkezs tulajdonsag.

5. Ha egy determindns egyik sordnak (vagy oszlopdinak) elemeit egy masik sor (illetve oszlop) megfeleld elemeihez
tartozo aldetermindnsokkal szorozva adjuk dssze, eredményiil mindig nullat kapunk:

ailAjl + aiQAjQ + ...+ amAjn =0hat 75 J-

(Az i-edik sor elemeit szoroztuk a j-edik sor elemeihez tartozé aldeterminansokkal.)

A bizonyitast arra az esetre végezziik el, amikor pl. a masodik sor elemeit az els6 sor elemeihez tartozo aldetermi-
nansokkal szoroztuk meg.

Tekintsiik az eredeti D determinansnak az els sora szerinti kifejtését:

a11 a1z ... Ain
agy a2 ... aAgn

D= = a1 A1 + a2 + ...+ a1nAin.
anl n2 Ann

A D determinénsbol készitsiik el azt a D* determinanst, amely D-bdl ugy keletkezik, hogy D-nek els6 sora helyett
a méasodikat irjuk (a mésodik sor természetesen a helyén marad!). Ennek a determinansnak értéke (a 4. tulajdonsag
miatt) nulla.

a21 ag2 ... Agn
a21 a2 ... Agn
*
D* = asy asz2 ... asn =0
Anpl Ap2 ... Apn

Fejtsiik ki a determinénst elsé sora szerint. Mivel a determinéns a masodik sortél kezdve D-vel teljesen megegye-
zik, D* els6 soranak elemeihez tartozé aldeterminansok megegyeznek D megfelel§ aldeterminansaival, ennélfogva D*
kifejtése ez lesz:

D* = a1 A11 + a1z + ... + a2 A1y = 0.

Ez pedig éppen a bizonyitand6 egyenl&ség.

6. Ha egy determindns valamelyik sordnak (oszlopinak) mindegyik elemét megszorozzuk ugyanazzal a ¢ szimmal,
akkor a determindns értéke is szorzddik ezzel a ¢ szammal. (A ¢ kiemelhetd” a determinansbol.)

2Ha az i-edik és l-edik sor kozott k sor van, akkor k db szomszédcserével az i-edik mellé hozzuk az I-ediket, 1 cserével felcseréljiik a
kettSt, és ujabb k db cserével az l-edik sor helyére vissziik az i-edik sort. Ez Osszesen 2k + 1 szomszédcsere, ami (k paritasatol fiiggetleniil)
mindig paratlan szam.



Ennek belatasara azt kell meggondolnunk, hogy a kifejtett determinans barmely tagja mindegyik oszlopbdl és
mindegyik sorbol pontosan egy elemet tartalmaz. Ha tehét a determinans egy bizonyos soranak (oszlopanak) mindegyik
elemét megszorozzuk c-vel, akkor a determinans barmelyik tagjdban pontosan egy tényezd szorzodik c-vel, igy az illet6
tag maga is. Ekkor pedig nyilvanval6, hogy a determinéns értéke is c-vel szorzodik.

7. Ha egy determindns valamely sordban (oszlopdban) csupa 0 dllt, a determindns értéke nulla.

Ez az el6z6 tulajdonsag kozvetlen kovetkezménye, amikor ¢ = 0.

8. Ha egy determindnsban a fédtloban dllé elemek alatt (vagy felett) dllé minden elem 0, akkor a determindns értéke
a féatloban dllo elemek szorzata.

Ugyanis a kifejtett determindans minden tagjaban — egy kivételével — legalabb egy nulla szerepel tényez6ként, a
kivételes tag pedig éppen az, amelyikben a f6atlo elemei allnak.

A 4. és 6. tulajdonsag kovetkezménye a kovetkezs:

9. Ha a determindns egyik sora (oszlopa) egy mdsik sordnak (oszlopanak) tobbszordse, vagyis mdsképpen fogalmazva:
ha a determinéans két sora (oszlopa) aranyos, a determindns értéke 0.

A 6. tulajdonsag lehet&vé teszi ugyanis, hogy az egyik sorbol (oszlopbol) az ardnyosségi tényezot ,kiemelhessiik”.
A kiemelés utan kapott determinans két sora (oszlopa) egyenld, igy értéke nulla.

10. Ha a determindns valamelyik sordnak (oszlopinak) minden eleme két szam dsszegére bonthatd, akkor a deter-
mindns két determindns dsszegére bonthato a kévetkezd mdodon:

aii a12 Q1n a1l ai2 Q1n a1l ai2 Q1n

I / /
D = |a; + a;; a2 + ajy Qin + Qg | = | Q31 Q42 Ain |+ | G5 Qo ain
Gnl Gn2 Qpn Gpl An2 Qpn Gpl An2 Qpn

Bizonyitds:
A baloldalon &ll6 determinanst kifejtve kapjuk

D= Z (—I)Ka1k1a2k2 o (air, +ajy,) - ank,
P

ahol K a szokott médon a k1, ke, ..., k, permutécié inverzidinak a szamat jeloli, és az 6sszegezés az 6sszes permutéciéra
torténik. A kijelolt szorzast elvégezve ez az Osszeg két tagra bonthatd fel: ez pedig éppen a jobboldalon &ll6 két
determinéns kifejtése. A 9. és 10. tulajdonsigra tamaszkodik a kovetkezo:

11. A determindns értéke nem vdltozik meg, ha eqyik sordhoz hozzdadunk egy mdsik sort vagy ennek eqy tébbszordsét.

(Megjegyezziik, hogy egy sornak egy sorhoz valoé adasan azt értjiik, hogy az egyik sor els6, masodik, ...n-edik
eleméhez hozzadadjuk a masik sor els6, masodik, ... n-edik elemét, és ugyanakkor a masik sor elemeit valtozatlanul a
helyiik6n hagyjuk.)

Adjuk pl. az els6 sorhoz a méasodik sor A-szorosat, és a kapott determinanst bontsuk két determinans Gsszegére:

a11 + Aag1 ai1o + Aass ... a1y + Aasy,

a21 a2 a2n o
an1 an2 Ann
aiy a2 ... Gin Aa21 Aagz ... Az,
Qg1 @22 QA2n, + az1 @22 Q2n,
anl Anp2 ... Apn aAn1 anp2 ... AQpn

Itt az els§ determinans az eredeti determinéans, a masodik determinéns értéke pedig 0, mert egyik (els6) sora egy
masik (masodik) soranak tobbszorose.

A bizonyitast az els§ és masodik sorra végeztiik el, de természetesen barmelyik két sorra ugyanigy torténhet. A
determinénsok ezen tulajdonsaga teszi lehet6vé a magasabbrendd determindnsok egyszertibb kiszamitasat.

Szamitsuk ki pl. a kovetkezs negyedrendd determinéns értékét:



D értéke valtozatlan marad, ha az els6 sor (—3) -szorosat a masodik, az elsg sor (—2)-szeresét a harmadik, az elsé
sor 2-szeresét a negyedik sorhoz adjuk. Ezzel elérjiik, hogy az els6 oszlopban csak egy nullatél kiillonbozs elem all:

1 2—-4 2 1 2-4 2 1 2-4 2 1 2-4 2
D= 36 2-1_| 0-12 14 -7 _| 0-12 14 -7 _10-12 14 -7
2 4-9 0 2 4-9 0 0 0-1-4 0 0-1-4|
-2-2 3 2 -2 -2 3 2 -2 -2 3 2 0 2-5 6

Miutéan a mésodik oszlopbdl. kiemeltiink 2-t, arra toreksziink, hogy a f6atld alatt allo elemek helyére 0 keriiljon,
vagyis az egyik sorban az els6, egy masikban az els6 két, egy harmadikban pedig az els6 harom elem 0 legyen. Ezt pl.
ugy érjiik el, hogy el6szor az utolsé sor 6-szorosat hozzaadjuk a mésodik sorhoz, ekkor a mésodik sorban méar az elsé
két elem O lesz, majd a harmadik sor —16-szorosat hozzaadjuk a méasodik sorhoz, és ekkor a masodik sorban az els6
harom elem 0 lesz.

1 2-4 2 11 -4 2 1 1-4 2
0-6 14 -7 0 0-16 29 0 0 093
D_ZO 0-1-4 _20 0 —-1-4 _20 0-1-4
0 1-5 6 01 -5 6 0 1-5 6

Ha a masodik és negyedik sort felcseréljiik (ami elGjelvéaltozassal jar) a f6atlo alatt csupa 0 elem &ll, igy a determinans
értéke (8. tulajdonsag alapjan) a f6atloban allo elemek szorzata, vagyis

= —2.1-1-(=1)-93 = 186.

Ezt az aranylag elég hosszu eljardst azért neveztiik egyszertinek, mert pl. mar a negyedrendd determinéns 4! = 24
tagjanak Osszegét is sokkal faradsagosabb kiszamitani.

V. Alkalmazasok

A determinansok a matematika csaknem minden dgaban széleskord alkalmazast nyernek.

1. Kézenfekvs, hogy els6nek azt az alkalmazasi teriiletet emlitsiik meg, amely sziikségessé tette a determinansok
bevezetését, ez pedig a tobbismeretlenes lineéris egyenletrendszerek megoldasa. A két- és haromismeretlenes egyenlet-
rendszer megoldasaval méar foglalkoztunk.

Az alabbiakban csak olyan linearis egyenletrendszer megoldéasaval foglalkozunk, amelyben az ismeretlenek szama
pontosan egyenlé az egyenletek szaméval.

Tekintsiik a kdvetkezs n ismeretlenes egyenletrendszert

a1171 + 1272 + 1373+ ... +aA1,T, = b1
211 + ao9%9 + ao3x3+ ... +a2,Ty = b (6)

Ap1%1 + Ap2X2 + Ap3x3+ ... +annTn = bn

Itt az a; és by betik ismert szamokat az xy, betiik az ismeretleneket jelolik. [A (6) egyenletrendszert inhomogénnek
szokés nevezni, ellentétben a homogén egyenletrendszerrel, amelyben minden b; = 0.]

Tekintsiik tovabba azt az esetet, amikor a bal oldalon all6 egyiitthatokbol készitett determinans (az egyenletrendszer
determinédnsa) értéke nem nulla:

a11 a12 ... Ain
ag1 A22 ... a2

D= ml£0
Gpl An2 Gnn

Latni fogjuk, hagy ebben az esetben az egyenletrendszer egyértelmien megoldhato.

Ahhoz, hogy az egyenletrendszer valamelyik ismeretlenjét kifejezhessiik, talalni kellene olyan szorzokat, amelyekkel
az egyenleteket megszorozva és Osszeadva azokat — egy kivétellel — valamennyi ismeretlen egyszerre ,kiesik”. Az n-ed
rendd determinansra vonatkozé 5. tulajdonsag (ha egy oszlop elemeit nem a hozzajuk tartozo aldeterminansokkal
szorozzuk, osszegiil 0-t kapunk) moédot ad a kivant tulajdonsagi szorzok meghatarozasara.

Hatarozzuk meg pl. az els§ ismeretlen értékét. Ennek végrehajtasakor elGszor is olyan szorzokat kell keresniink,
amelyekkel rendre megszorozva az egyenleteket Osszeadas utdn az els6 ismeretlentdl eltekintve minden ismeretlen
egylitthatoja nulla lesz. A keresett szorzok — amint errdl azonnal meg fogunk gy6z6dni — éppen a D determinéns els6



oszlopénak (tehat éppen a kiszamitando6 x; ismeretlen egyiitthatoit tartalmazo oszlopnak) elemeihez tartozo aldeter-
minansok lesznek: A1, Aoy, ..., Agy. Szorozzuk meg rendre a (6) rendszer egyenleteit ezekkel az aldeterminansokkal
(pontosabban: az i-edik egyenletet A;1-gyel!), a kapott kifejezéseket adjuk Ossze és az ismeretleneket emeljiik ki:

(a11A11 + a21421 + ...+ an1Ani)zr +
+ (a12411 + a2Aar + ...+ ap2Ani)ze +

a1nAil + asnAor + ...+ apnAn)Tn, =

+
=b1A +bAo+ ... b, A

o~

Itt x; egyiitthatoja éppen a D determinéns els6 oszlopa szerinti kifejtése, tehat x; egyiitthatéja éppen D. Minden
mas z; ismeretlen egyiitthatdja 0, mert az illet§ zarojelben az i-edik oszlop elemei vannak az elsé — tehat nem a
hozzatartozé — oszlop elemeihez tartozé aldeterminansokkal szorozva, ezek Gsszege pedig (az 5. tulajdonséag értelmében)
nulla.

A jobboldal is felfoghato egy determinans kifejtésének, amely a D determinéns elsé oszlopa szerinti kifejtésébdl
ugy szarmaztathato, hogy a1, as1, as1, - .., ay1 helyébe rendre az egyenletrendszer jobb oldaldn allé b1, b, ..., b,
szamokat tessziik. A jobb oldalon tehéat éppen a

bl a1 ... Ain
by ags ... a
D1: 2 (22 2n

determinédnsnak els6 oszlopa szerinti kifejtése all. A Dy a D-b6l ugy keletkezett, hogy az els6 oszlop elemei helyébe az
egyenlet-rendszer jobboldalan 4ll6 szamokat tettiik. Igy z;1-re a kovetkezd egyenletet kaptuk:

Dz = D,
ebbdl (mivel feltettiik, hogy D # 0)
|
1= 5

A t6bbi ismeretlen teljesen hasonl6 eljarassal szamithato ki:

(7) xR = (k=1,2,...n),
ahol Dy, ugy keletkezik D-b6l, hogy a k-adik oszlop elemei (a kifejezendd ismeretlen egyiitthatoi) helyébe az egyenlet-
rendszer jobboldalan all6 szamokat tessziik.

Eddig csupan azt lattuk, hogy ha van megoldasa a (6) egyenletrendszernek, akkor az csak a (7) lehet, még hatra
van annak kimutatésa, hogy a Cramer-szabaly segitségével nyert értékrendszer csakugyan kielégiti az egyenletrendszer
minden egyenletét.

Helyettesitsiik be a kapott (7) értékrendszert pl. a j-edik egyenlet bal oldalaba, és jeloljik a bal oldal igy nyert
értékét H-val:

1
H = Cle.Il + CLjQ.IQ + ...+ ajnxn = B(Glel + CLjQDQ + ...+ ajnDn).

A D1, Do, Ds, ..., D,determinansokban a by, bo, ..., byelemek rendre az elsé, masodik, harmadik, ..., n-edik
oszlopot alkotjak. Cseréljiik fel ezen determinansok oszlopait tgy, hogy ezek az elemek minden determinansban az els6
oszlopban szerepeljenek. Ekkor a tobbi oszlopban sorrendben a D determindns oszlopainak elemei allnak, de minden
D;determinansbél a D determinans egyik oszlopa — éppen az i-edik (mert annak helyébe keriiltek a by, ..., b, elemek)
— hianyzik. A by, ba, ..., b, elemek a méasodik determindnsban egy oszlopcserével a harmadikban ketts, az n-edik
determinansban (n — 1) oszlopcserével keriilnek az els6 oszlopba.

Jeloljiik ezeket a felcserélt oszlopt determinénsokat Dj-vel. D) értéke az oszlopcserék miatt (3. tulajdonség értel-
mében) vagy egyenld D;-vel, vagy ellenkezs el6jeld aszerint, amint paros vagy péaratlan szamu oszlopcserét végeztiink.

Igy

1 1
H = B(Glel +ajoDo+ ...+ ajnDn) = B(Glell — aszé +...+

+(=1)""a;, D).

Emeljiik ki a zarojelbol a (—1)-gyet, és irjuk az elss tag elé a 0 értékd 0 - D kifejezést. Ekkor a kovetkezs kifejezést
kapjuk:

1 n
H= —5(0 - D — alell + angé +...+ (—1) ajnD;l).



Mivel a zarojel az alabbi (n + 1)-edrendi determinans elsd sora szerinti kifejtésének tekinthetd, irhatjuk

0 aj1 G52 ... Gjn
1 b1 a11 a1z ... a1
H=—— b2 az1 a2 ... Aa2n | .
D
bn An1 Gn2 Qnn

Ha ezt a determinédnst elsé oszlopa szerint kifejtjiik, a kapott determindnsok mindegyike — a b; elemhez tartozo

kivételével — nulla, mert két soruk (az els6 és a j-edik) egyenld. Igy
1
H = ——5(=b;)D =b;,

azaz a (6) egyenletrendszernek (7) valoban megoldésa.

Ezzel teljessé valt annak a bebizonyitasa, hogy a (6) egyenletrendszer, ha az egyenletrendszer determinansa nem
egyenld nullaval, mindig egyértelmden oldhaté meg, és az egyetlen megoldéast a Cramer-szabaly szolgéltatja.

2. Mésodik alkalmazasként foglalkozzunk a két adott ponton athaladd egyenes egyenletével.

Az egyenes altalanos egyenlete

Az + By+C =0,

ahol A, B és C ismert szamok, amelyek mind egyszerre nem lehetnek nullak. Ha (21;y1) és (z2;y2) a két adott pont,
amelyeken az egyenes atmegy, (x;y) az egyenes egy tetsz6leges pontja, akkor kell, hogy ezek a pontok kielégitsek az
egyenes egyenletét, vagyis fennélljon

Ax + By +C =0
(8) Az1+ By +C =0

Ez egy egyenletrendszer az ismeretlen A, B, C' szdmok meghatarozasara. Az ilyen tipusu egyenletrendszer, amelyben
a jobb oldalon csupa 0 all (nincs konstans egyik egyenletben sem), homogén egyenletrendszernek nevezziik.

A (8) homogén egyenletrendszernek egy megoldasat azonnal felirhatjuk, tudniillik, ha A = B = C' = 0, mindharom
egyenlet teljesiil. Ezt a megoldast amikor minden ismeretlen 0, a homogén egyenletrendszer trividlis megolddsdnak
szoktak nevezni. Ez a megoldas feladatunknak nem felel meg, mert ahhoz, hogy egyenest kapjunk, A, B és C egyszerre
nem lehet 0.

Kiséreljiik meg a Cramer-szabaly segitségével kiszamolni az A, B és C ismeretlenek értékét. Tegyiik fel, hogy az
egyenletrendszer determinansa D # 0, ekkor
Da Dp D¢

E B = o o C= D

A szamlalokban szerepld determindnsok a D-bdl ugy keletkeztek, hogy az indexben &ll6 ismeretlen egyiitthatoi helyére
a jobb oldalon 4ll6 nullakat irtuk. Igy mindegyik szamlaloban all6 determinans egyik oszlopa csupa nulla elembél 4ll,
tehat értéke 0, vagyis A = B = C' = 0. Mivel a Cramer-szabaly az egyetlen megoldast szolgaltatja, ez azt jelenti, hogy
ha a (8) homogén linedris egyenletrendszer determindnsa nem 0, az egyenletrendszer egyetlen megolddsa a trividlis
megoldds.

Ahhoz tehat, hogy a (8) egyenletrendszernek legyen a trivialis megoldastol kiilonb6z6 megoldésa, azaz legyen olyan
egyenes, amely atmegy az adott pontokon, sziikséges, hogy az egyenletrendszer determinansa 0 legyen, vagyis

z y 1
(9) x1y11:0
T2 Y2 1

legyen. Az adott pontok koordinatai kozott fennallo (9) Osszefiiggés a két adott ponton athaladé egyenes egyenlete.
Ez az 6sszefiiggés egyrészt valoban egyenes egyenlete, mert ha a determindnst pl. az elsG sora szerint kifejtjiik, latjuk,
hogy els6foku kétismeretlenes egyenletet kapunk; mésrészt a (9) egyenlettel adott egyenes valoban atmegy az adott
két ponton, mert barmelyiknek két koordinatajat behelyettesitve az x, ill. y helyébe, a determinans két sora egyenld
lesz, igy értéke valoban 0.

Erdemes megfigyelni, hogy a (9) bal oldalan 4ll6 determinanst utols6 oszlopa szerint kifejtve az

T1Y2 — Toy1 — TY2 + oy + T1y2 — 2y =0

egyenlethez jutunk, amelybd6l a két adott ponton athaladé egyenes egyenletének masik, jolismert



alakja egyszeri atrendezéssel kaphaté meg.

Az el6z6ekben egy haromismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer nem trivialis megoldasanak meghata-
rozasahoz kerestiink és talaltunk sziikséges feltételt. Ez n ismeretlen esetén pontosan ugyanugy torténhet, csak a
végeredményt fogalmazzuk meg djra:

Ha egy n egyenletbdl dllo és n ismeretlent tartalmazo homogén egyenletrendszernek van a trividlis megolddstol
kiilonbozd megoldasa, akkor az egyenletrendszer determindnsa szikségképpen 0.

3. Az el6z6 feladat gondolatmenetét kovetve konnyen belathatjuk, hogy a Py (z1;y1), Pa(x2; y2) és P3(zs; y3) pontok
akkor és csak akkor sorakoznak egy egyenesen, ha

zy Yyl
(10) Toy2 1| =0.
r3y3 1
Ha ez a determinans nem nulla, a hdrom pont haromszoget hataroz meg. Kérdés, a determinans értéke a haromszog
milyen jellemz6 adataval kapcsolatos? Varhato, hogy olyan adataval, amely 0 akkor, ha a haromszog egyenessé vagy

pontté fajul. (Ilyen adat pl. a haromszog magassaga, teriilete, legkisebb szogének sinusa stb.)
Fejtsiik ki a (10) determinanst elsG oszlopa szerint:

z1y1 1
x2 Yo 1| = z1(y2 — y3) + 22(ys — y1) + z3(y1 — y2).
z3 Y3 1

A jobb oldalon a haromszog kétszeres teriiletének ismert képlete all, tehat

.Ilyll
2t = |xay2 1.
z3 Y3 1

4. Felvethetjiik még azt a kérdést is, hogy mi a feltétele annak, hogy harom egyenes egy ponton haladjon at.
Tegyiik fel, hogy az

A1:E—|—B1y—|-01:0
Asx 4+ Boy+Cy =0
Azx 4+ B3y +C3 =0

egyenesek athaladnak egy kozos (€, ) ponton, azaz

A+ Bin+Cy =0
Al + Bon+Cy =0
A3§+B377+03:0

all fenn. Ezt felfoghatjuk ugy is, hogy a &, 1, 1 szamharmas megoldésa egy alkalmas homogén linearis egyenletrend-
szernek, ti. az

Aiu+Biv+Ciw=0
Asu+ Bov + Cow =0
Asu+ Bsv+ Csw =0

egyenletrendszernek. Mivel w = 1 # 0, ez a megoldas nem trivialis, tehat kell, hogy

A1 B1 Cy
As Bo Cy| =0
As B3 Cs3

legyen. Ez tehat annak sziikséges feltétele, hogy a harom egyenes egy ponton haladjon at.

5. A két ponton athalado egyenes egyenletéhez hasonldéan adott pontokon adthaladé mas gorbék egyenletét is meg-
hatarozhatjuk, ezt a kor példajan mutatjuk meg.

A kor egyenletének altaldnos alakja:

A(x* +y*)+ Bx+Cy+D =0, ahol A#O0.

Keressiik a P (21;91), P2(22; y2), P3(x3;y3) pontokon dtmend kor egyenletét, azaz olyan A, B, C, D egyiitthatokat,
amelyekre



Az +y?)+Br,+Cyy + D =0,
A(x§ —|—y§) + Bxo+Cys + D =0,
A2+ y3) + Bes+Cys+D =0,

Ez a négy egyenlet homogén linearis egyenletrendszer az A, B, C, D egyiitthatok meghatarozasara. Mivel A #
0, nem trividlis megoldast kell keresniink. Ilyen megoldéas csak akkor van, ha A, B, C, D egyiitthat6ibol képezett
determinéns

2yt oyl

2 2

xi+yi z1 1l
11 ! =0.
() x5+ s w2y 1

23 +y3 w3 ys 1

P(z;y) koordinatainak ezt az Osszefiiggeést kell kielégiteniiik, hogy a P pont a P; P> Ps; pontokon atmend koron
legyen, (11) tehat a kir egyenlete. Hogy valoban kort kapjunk, ahhoz x? 4 y? egyiitthatojanak nem szabad nullanak
lenni. Ha a determinanst pl. elsé sora szerint kifejtjiik, akkor latjuk, hogy z2 + y? egyiitthatoja az

{E1y21
To Y2 1].
x3y3 1

determinans, amely éppen akkor nem nulla, amikor a harom pont nem esik egy egyenesbe, azaz rajtuk keresztiil kor
fektethetd.

Az eddigi példakban mindig csak azt hasznaltuk fel, hogy ha a homogén linearis egyenletrendszernek van a trivialis
megoldastol kiilonbozé megoldésa, ekkor az egyiitthatokbol alkotott determinans értéke 0 kell legyen. Hatra volna
még megvizsgalni azt, hogy adott homogén linearis egyenletrendszer nem trividlis megoldasat — ha van ilyen — hogyan
szamitjuk ki. Mivel ez azonban mar meghaladn4 ennek a cikknek a kereteit, bizonyitas nélkiil emlitjiik meg a kovetkezs
eredményt:

Ha a (6) egyenletrendszerben by = be = ... = b, = 0, és az igy nyert (6’) homogén linearis egyenletrendszer
determindnsa D = 0, és a D legalabb egy aldeterminénsa, pl. A,, # 0, akkor a (6’) egyenletrendszer megoldéasai
kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn:

T1:@o:23:...:=Ap1: Apno i A

Ezek szerint végtelen sok megoldas van, amelyekben az ismeretlenek aranya meghatarozott.



