I. A kétismeretlenes els6foku egyenletrendszer
megoldasa, a masodrendi determinans

1. kozlemény

A masodfoku egyenlet ugynevezett gyokképletének levezetésekor az a meggondolas vezet benniinket, hogy felesleges
dolog a masodfoku egyenlet megoldéasat keziinkbe ad6é modszert (tudniillik a ,teljes négyzetté valod kiegészités” modsze-
rét) minden egyes adott masodfokt egyenlet esetében tjra és ujra végigesinalnunk; sok id6t és faradsagot takaritunk
meg azzal, hogy egyszer s mindenkorra megoldjuk az az?® 4+ bz + ¢ = 0 altalanos masodfoku egyenletet. Adott esetben
azutan csak be kell helyettesiteniink az a, b, ¢ egyiitthatok szameértékét az igy nyert gyokképletbe.

A kétismeretlenes elséfoku (idegen szoval: linearis) egyenletrendszer megoldasara is levezethetiink egy ilyen altalanos
képletet, amelynek hasonlé gyakorlati haszna van olyankor, ha gyakran kell ilyen egyenletrendszert megoldanunk.

Induljunk ki a kétismeretlenes elséfoki egyenletrendszer

(1) A1$+Blyzcl
Asx + Bzy =Cs

altalanos alakjabol.

Az (1) egyenletrendszer megoldasara alkalmazzuk pl. az ,egyenls egyiitthatok” modszerét. Evéghdl szorozzuk meg
az elsG egyenletet Bo-vel, a méasodik egyenletet —Bi-el és adjuk Ossze Gket, majd az els6t —As-vel szorozzuk és a
masodikat A;-el, és ugyancsak dsszeadjuk dket. Igy az

(A1By — B1As)x = C1By — B (s,
(A1By — B1Ag)y = A1Cy — Cr A

egyismeretlenes egyenletekhez jutunk. Azonnal latszik, hogy a jobb oldali kifejezések a bal oldali egyiitthatokbol agy
keletkeztek, hogy annak az ismeretlennek az egyiitthatéi helyébe, amelyiket kiakarunk fejezni, a jobb oldali adott
értékeket irjuk. Célszerd az ilyen tipusa szorzatkiilonbség jelolésére Gj jelet bevezetni. Ez a szorzatkiilonbség egy négy-
valtozos fliggvény, mivel azonban az egyenletrendszer felirdsdban bizonyos helyeken levs egyiitthatokat kell egymaéas
helyére irni, ezért célszerd lesz a valtozokat nem egymads utan irni, hanem tablazatosan tgy, ahogyan az egyenletrend-
szerben szerepelnek. A tablazatot két fiiggbleges vonal kozé zarjuk:
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A bal oldalon allo kifejezést mdsodrendd determindnsnakl] nevezziik.

Az r, s, t, u mennyiségek a mésodrendd determindns elemei. Az r és s alkotja a mésodrendd determinéns els6
sordt, a t és u a masodik sorat, hasonloképpen az r és t, illetve az s és u alkotja a masodrendii determinans elsd, illetve
masodik oszlopdt.

A determinans értékének kiszamitasat a kovetkezd szemléletes eljaras teszi konnyen megjegyezhetvé:
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A teljes vonallal kihtzott nyil (fddtls) két végeénél allo szamok szorzatabol levonjuk a szaggatottan kihizott nyil
(mellékdtls) ket végén allo szdmok szorzatat.

Az (1) egyenletrendszer bal oldalan 4ll6 egyiitthatokbol alkotott

Al B,

A2 B, = AlBg — BlAz

D-|

determinénst az egyenletrendszer determindnsdnak szokés nevezni. Tegyiik fel, hogy D # 0, ekkor az egyenletrendszer
megoldasa csak a kovetkezd lehet:
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! Az elstfokt egyenletrendszerek megoldasanal felléps sajatsagos kifejezéseket elgszdr G. W. Leibniz (1646-1716) német matematikus és
filozofus vizsgalta rendszeresen.

A determinansok els§ tudatos alkalmazoja G. Cramer (1704-1752) genfi matematikus.

A ,determinans” elnevezés C. F. Gauss (1777-1855) német matematikustol ered.

A determinans mai jelolése A. Cayley (1821-1895) angol matematikustol szarmazik.



A szamlaloban allo x (ill. y) index azt jeloli, hogy a D, (ill. D,) determinéns a D determinénshol ugy keletkezett,
hogy az x (ill. y) egyiitthatoi helyett irtuk be az egyenletek jobb oldalan &llo szamokat.

Behelyettesitéssel konnyen meggydzédhetiink arrol, hogy az igy kapott értékek valoban megoldasai az (1) egyen-
letrendszernek.

(Konnyt belatni még azt is, hogyha az egyenletrendszer determinansa 0, de D, és D, valamelyike nem — és ekkor
a masik sem —, akkor a rendszer ellentmond6, ha pedig mindharom determinans értéke 0, akkor a két egyenlet csak

egy allando6 szorzoban kiilonbozik.)
A kétismeretlenes (és amint azt a kés6bbiekben latni fogjuk: a tobbismeretlenes) egyenletrendszer megoldasanak

ezt a modjat Cramer-szabdlynak szokas nevezni.
Gyakorlasul oldjuk meg a Cramer-szabaly segitségével a kdvetkezs egyenletrendszert:

3z — by =13,
5 — Ty = 19.
Mivel az egyenletrendszer determinénsa
3 -5
D = =3-(=7)—(-H)5 =4,
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II. A haromismeretlenes elsGfoka egyenletrendszer megoldasa,
a masodrendd determinans tulajdonsagai, a harmadrendi determinans
1. A méasodrendii determinéns fogalménak segitségével ratérhetiink a haromismeretlenes egyenletrendszer megol-
dasara is.
Az egyenletrendszerben szerepls egyiitthatokat kiiliinb6z6 bettik helyett — az attekinthetGség kedvéért — egy betiivel
és kettds indexszel jeloljiik. Az els6 index jeloli az egyenlet sorszamat, a mésodik index az ismeretlen sorszamaét.

Tekintsik az

a1 + a2y + a3z = by
(2) (217 + a2y + a3z = by
a317 + az2y + azzz = bz

egyenletrendszert.
Foglalkozzunk el6szor csak a (2) egyenletrendszer két utolso egyenletével, gondoljuk z-t kézelebbrsl meg nem

hatarozott, de adott mennyiségnek, éppen ugy, mint az egyiitthatékat, és utdlag vizsgaljuk meg, hogyan kell z-t
megvalasztanunk ahhoz, hogy az els6 egyenlet is teljesiiljon. Rendezziik at a két egyenletet:

a21% + ag2y = by — azzz,

az1T + az2y = bg — as3z.

Ha a bal oldalon all6 egyiitthatokbol alkotott determindns értéke nem nulla, akkor az els§ pontban megismert

modszer segitségével:
az1 bz —az3z

by —a23z a2z
az1 bz —aszzz

bz —a3zszz as2

T = ;oY=
a21 az2

as1  as2

a21 a2
asi as2

Ezek minden z értékhez adnak egy-egy x és y értéket, de az igy kapott z, y, z érték-rendszer altaldban nem elégiti ki
az elsé egyenletet is. Ha azonban = és y kapott kifejezését behelyettesitjiik az elsé egyenletbe, z-re kapunk egyenletet.
Csak az ezt kielégitG z és a hozzatartozo x és y lehet a (2) egyenletrendszer megoldasa. Behelyettesités el6tt azonban
alakitsuk at = és y szamlalojat agy, hogy a z-t tartalmazoé tagok kiilonvalasztva szerepeljenek. Ez a mésodrendd
determindns néhany tulajdonsaganak felhasznalasaval konnyen elérhetd.

Lassuk be tehat el6bb a masodrendd determinédns alabbi tulajdonsigait:

a) A masodrendd determinéns oszlopait egymaéssal felcserélve a determinans elGjele megvaltozik.
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determindnsok értékét kiszamitva az ru — ts és st — ur Kkifejezéseket kapjak, amelyek csak elGjelben kiilonboznek
egyméastol.
A tovabbiakban azért beszélhetiink ,yalamelyik” oszloproél és nem kell ,az els§” vagy ,,a masodik” oszloprol beszélni,
mert oszlopcserével elérhets, hogy barmelyik oszlop legyen az elsé.
b) Ha a masodrendd determinans egyik oszlopanak minden elemét megszorozzuk egy szammal, a determindns
értéke is szorzodik ezzel a szdmmal.
Bizonyitds:
r cs
t cu
¢) Ha a mésodrendd determindns valamelyik oszlopdnak minden eleme két szam Osszegére bonthato, akkor a
determinéns két determinans dsszegére bonthatéd a kovetkezé mddon:
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Szamitsuk ki a két oldalon all6 determinansok értékét:

r +r1r s

. it’ =+ u—{t+t)s=ru+ru—ts—t's,
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r s ! , ,

‘t u‘—|— o =ru—ts+ru—=s.

Ez a két érték pedig valéban egyenls.
d) A masodrendd determinans értéke nem valtozik, ha sorait felcseréljiik oszlopaival (,tlikrozziik a determinanst a
foatlora”):
r i
s ul|’
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Kiszamitva a két determinans értékét latjuk, hogy mindkettének értéke ru — st.

Ez a tulajdonsag biztositja azt, hogy a masodrendid determinans oszlopaira bebizonyitott tulajdonsag vagy tétel
automatikusan alkalmazhat6 a mésodrendd determinéns soraira is. A sorok és oszlopok egyenrangiak.

Ezeket a tulajdonsagokat felhasznalva tehat alakitsuk at x és y szamlalojat tgy, hogy a z-t tartalmazo tagok
kiilonvalasztva szerepeljenek.

A ¢) tulajdonséag alapjan elészor felbontjuk a determinanst két determinéns 6sszegére, majd — hogy az egytitthatok
olyan sorrendben szerepeljenek, mint az egyenletrendszerben — felcseréljiik a kapott két determinans oszlopait (a)
tulajdonsag), végiil a méasodik determinans mésodik oszlopabol kiemeljiik a 2-t (b) tulajdonsag):

by —az3z ag _ by az ‘—@32’ a2 | aza bo Q22 @23
b3 —as3z as2 b3 asz —a33Z a32 azz b3 azz ass
Hasonl6é médon
az by —azzz (@21 b2 21 —a23z| |G21 ba 21 a23
az1 bz —aszz azy b3 azy —assz azy b3 azy ass
x és y Kifejezése atalakitas utéan:
_ |a22 b2 4 o |22 a2s az1 bz az1 a23
" azz b3 aszz ass | az1 bz as1 ass3
az1 a2 ’ a1 a22
a3l as2 az1 as2

Ezt a két értéket az els6 egyenletbe helyettesitve és

a1 G22 L. . i .
-vel végigszorozva mindkét oldalt kapjuk:
azy az2
az by asy g3 az by a1 a3 ap1 Gz2| - |G21 G2
a1l § — b + aiz b |~ + a3 Z =101 ;
as2 03 a3z a33 a3y b3 as1 as2 a3l as32 as1 as2
vagy atrendezve:
a2 G23 a21 a23 a1 a22 az by as by a1 a22
(3) aiy - +ay zZ=an — a2 + by .
azz a33 azz as3 azy asz azz b3 azy b3 azy asz




Vegyiik észre, hogy a bal, illetve jobb oldalon 4ll6 masodrendii determinansok kozott Osszefiiggés 4ll fenn, bizonyos
elemek (pl. az egymas alatt allo determindnsok elsé oszlopainak elemei) a helyiikon maradtak, méas elemek helyébe
mésok keriiltek. Célszerii lesz z egyiitthatoja szdmara, mely az egyenletrendszerben szereplé kilenc egyiitthaté fligg-
vénye 1j jelet bevezetni. Az elemeket — akarcsak a masodrendd determinéns jel6lésénél — itt is tablazatosan helyezziik
el agy, ahogyan az egyenletrendszerben szerepelnek:

a11 a1z ai3
a22 23 a1 a23 a21 a22
4) as a2 az3| = aii — a2 3
a3z2 a33 a3zl a33 a3z as2
a31 as2 as3

A bal oldalon szereplé harom sorba és harom oszlopba rendezett kilenc szambol allo kifejezést harmadrendd determi-
ndnsnak nevezziik.

Az els6 index jeloli az elem sorat (sorindex), a mésodik index jeldli az elem oszlopét (oszlopindex). Ezzel a jelolési
modszerrel igen egyszerten jelolhets meg egy-egy elem helye a determinansban.

A harmadrendi determinans kiszamitasat harom masodrendd (tehat eggyel alacsonyabb rendd) determinans ki-
szamitasara vezetjiik vissza, melyek értékét mar ki tudjuk szdmitani.

A (4) eljarast — mivel az els6 sor elemeihez tartozd6 méasodrendd determinansok kiszamitasara vezettiik vissza a
harmadrendd determinéns kiszamitasat — harmadrendi determindns els6 sora szerinti kifejtésének szoktuk nevezni.

A harmadrendi determinéns jelolésmodjat felhasznalva (3)-bol — ha az egyenletrendszer determinansa

a1 a2 a3
D = a1 ax as| #0,
asp as2 ass

aiy a2 by

a1 azz b

D, a1 asz bz
==
D ail aiz ais

a21 G22 G23
a3z1 asz as3

A szamlaloban szerepld determinéns az egyenletrendszer determinansabol — mint ahogyan azt a kétismeretlenes egyen-
letrendszer megoldasanal mar lattuk — ugy keletkezik, hogy annak az ismeretlennek (z-nek) egyiitthatoi helyébe,
amelyiket ki akartunk fejezni, a jobb oldalon &ll6 adott értékeket helyettesitettiik.

Teljesen hasonl6 eljarassal z-re és y-ra a kovetkezs kifejezéseket kapjuk:

by a1z ais a1 by aiz
by aze a3 az1 by a3
D, bs asz ass| D,  |as1 bz ass
a1l a2 ai3 a11 a2 ai3
a21 G22 G23 a1 a2 G23
a31 asz2 ass a31 a32 ass

A kapott értékeket behelyettesitve az egyenletrendsszerbe egyszert, de hosszadalmas szamoléssal belathato, hogy ezek
valéban megoldésai a (2) egyenletrendszernek.
Gyakorlasul oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:
rT— 2y+ z=2,
3r + 8y — 6z = -5,
6x + 10y + 3z = 4.

Szamitsuk ki el6szor az egyenletrendszer determinénsat:
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D=3 — (=2
6 10 3‘ ( )‘6 3| "
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10 3
— 84 — (—2)45 + (—18) = 156,



tehat nem 0. Igy

2 —2 1
-5 8 —6
D, |4 10 3] 104 2
TTTD T 156 156 3
1 2 1
3 -5 —6
D, |6 4 3 -39 1
Y=D T 156 16 4
1 -2 2
3 8 —5
D, 610 4] 130 5
=D T 156 156 6

2. Ha a (4) kifejtésben szereplé méasodrendii determinansok értékét kiszamitjuk, a harmadrendi determinéns
értékére a kovetkez§ kifejezést kapjuk:
ai1 G2z G33 — a1l G23 G32 —ai2 Q21 G333+
+ai2 a3 asz1+aiz a1 432 —aiz G2 A431.

A kifejezésben szerepls tagok kiszdmitasdnak modjat a kovetkez6képpen jegyezhetjiik meg konnyen: Egészitsiik ki
gondolatban a determinénst az elsé és masodik oszloppal:

o+

Vegyiik észre, hogyha a kihuzott nyilak (f6atlok) mentén levs elemek szorzatabol levonjuk a szaggatott nyilak (mel-
lékatlok) mentén levs elemek szorzatat (a sorrendtdl eltekintve) éppen a harmadrendd determinéans el6bb kiszamitott
értékét kapjuk. Ez az eljards a Sarrus-szabdly néven ismeretes.

Szamitsuk ki a Sarrus-szabaly segitségével pl. az el6z6 pontban szereplé D, determinans értékét.

2 -2 1| 2 =2
D,=|-5 8 —6|—5 8=48+48 50— (32— 120+ 30) = 104.
4 10 3] 4 10

A harmadrendid determinans értéke tehét bizonyos szorzatok: a determindns tagjainak Osszege. Vizsgaljuk meg
tiizetesebben ezen szorzatokat, hogy a benniik mutatkozo6 szabalyossagot felismerjiik !

A szorzatokban a tényezéket olyan sorrendben irtuk mar eleve, hogy az elsé indexek nagysaga novekedjék. Eszre
kell venniink azt, hogy minden szorzatban az els§ indexek éppen 1, 2, 3, ami azt jelenti, hogy minden szorzatban
minden sorbél egy és csak egy elem szerepel. Figyeljliik meg most a masodik indexeket. Ezek 123, 132, 213, 231, 312,
321, azaz az 1, 2, 3 szdmok Osszes lehetséges sorrendben valé elrendezése, Gsszes permutaci()ja.

Mivel az egyes tagokban a méasodik indexek is mind kiilonb6zdk, ezért a tagok minden tényez&je mas-mas oszlopbol
valé. Ezek szerint a harmadrendid determinans minden egyes tagja olyan harom tényez6bdl all6 szorzat, amely ténye-
z6k mind kiilénb6z6 sorokbol és oszlopokbol valok. Az a tény, hogy az oszlopindexek minden lehetséges permutacidja
szerepel egyszer és csakis egyszer (feltéve, hogy a sorindexek természetes sorrendben allnak), arra utal, hogy a deter-
minans Osszes tagjait agy kell elkésziteni, hogy minden lehetséges modon kivalasztunk a determinansbol harom-harom
elemet — de dgy, hogy koztiik ne legyen két elem ugyanazon sorbél, vagy ugyanazon oszlopbol, ezeket Gsszeszorozzuk
és + vagy — elGjellel latjuk el.

Nézziik meg most, milyen elGjelet irunk a szorzatok elé:

Oszlopindex permutéciok 123 132 213 231 312 321

Inverziok?® szama 0 1 1 2 2 3

A megfelel szorzat elGjele + — - + + -

2n db. elem egy permutacidjan az n elem egy sorrendjét értjiik. n elem Ssszes permutécidinak szama 1-2-3...n = n! KML; IV. ktet
(1952) 37. oldal.



Azonnal lathatjuk, hogy a szorzat aszerint kap + vagy — elGjelet, amint az oszlop indexe permutacidéjaban szerepld
inverzidk szdma, azaz maga a permutacié paros-e vagy paratlan.

Igy

ail a2 a13
_ _ § : J
D= as1 G2 G23| — (—1) a1k1 a,2k2 (1,3]{33,
p

as; as2 ass

ahol k1, ko, k3, az 1, 2, 3 oszlopindexek egy permutacidja, j ezen permutécié inverzidinak a szama, az Osszegezés pedig

az 1, 2, 3 elemek minden lehetséges permutaciojara (p) terjesztends ki.

3Ha valamely permutéacioban egy a természetes sorrendben hatrabb allo elem egy, a természetes sorrendben el6bb allot megeléz, ast
mondjuk, hogy e két elem inverziot alkot, vagy hogy inverzioban vannak. Pl. a 31254 permutacidéban a kovetkezd elemparok vannak
inverzioban: 31, 32, 54.

Beszélhetiink egy permutacié inverzidinak szamarol is, ez a szoban forgd permutacio inverziéban levs elempérjainak a szama. A 31254
permutaci6 inverzidinak szdma hirom. Paros, ill. paratlan permutacionak nevezziik az olyan permutaciot, amely inverzidinak szama paros,
ill. paratlan. A 31254 permutécié paratlan.



