Ez idén a verseny I. forduldja a szokottnal valamivel késGbben, mércius 20-an folyt le az egyes iskoldkban a
gimnéziumok és ipari technikumok III. és IV. osztalya tanuléi részére valtozatlan feltételek mellett. Munkaids 5 ora.
Beadtak 6sszesen 229 iskolaban 3104 dolgozatot (tavaly 236 iskolaban 3220 dolgozatot). A gimnaziumok szédma tovabb
novekedett 179-r6l. 184-re, viszont az ipari technikumok szadma jelentékeny mértékben tovabb csokkent 57-r61 45-re.

A kozponti versenybizottsag aprilis 19-1 javaslata alapjan 122 iskola 325 tanuloja — a dolgozat-beadok 10,4%-a —
keriilt a II. (d6nt6) forduloba (tavaly 138/365 — 11,3%). Részletes adatok iskolafajok, megyék és varosok szerint az itt
kozolt tablazatban talalhatok.

A dontébe keriilt 325 tanulo kozil 189 (58,3% — tavaly 55,3%) lapunk feladatmegolddja.

A tavalyi versenyen helyezést nyert 34 III. osztalya tanuld kézil 29 bekeriilt a dontGbe (3 nem indult el az idén);
a mult évi Arany Déaniel versenyen helyezést elért 24 II. osztalyt tanuld koziil 19 ez idén is a dontébe jutott (2 nem
indult el ez idén).

Kimutatas az 1957. évi Orszagos Matematikai Tanulmanyi Verseny I. forduléjarol
megyék, varosok és iskolafajok szerint

Beadott dolgozatok Dontébe keriilt

Megyék és virosok | gimnazium | ip.techn. | Osszesen |gimnézium | ip.techn. | Osszesen
iskola|tanuldiskola|tanul6|iskola|tanul6|iskola|tanuld|iskola|tanulo|iskola|tanuld
1. Baranya ...... 3| 42 - - 3| 42 1 1 - - 1 1
L. Pécs varos . ... 3 76| 3 29 6| 105 I 1| 1 3 2 4
2. Béacs-Kiskun .. 5 45 1 2 6| 47 5 10 1 1 6 11
3.Békés......... 11| 153 1| 14| 12| 167| 4 6| - 4 6
4. Borsod........ 6| 90| - - 6] 90 4| 10 - - 4] 10
I1. Miskolc varos . 4| 59 4| 60 8 119 2 4 1 3 3 7
5. Csongrad ... .. 6| 54 - - 6| 54 3 9 - -1 3 9
III. Szeged véros .. 3| 58 3 38 6] 96 2 9 1 2l 3 11
6. Fejér.......... 41 52| 2| 16| 6| 68 1 o1 3 2 10
7. Gy6r-Sopron .. 9| 162| 4| 47| 18| 209 6| 25 - - 6] 25
8. Hajdu-Bihar .. 5] 41 - - 5 41 1 2 - - 1 2
IV.Debrecen varos| 6| 64| 3| 35 9| 99 2 9 3 4 5] 13
9.Heves......... 4| 88 -| 4| 88 2 6 - -1 2 6
10. Komérom... .. 8| 66 1 2 9] 68 3 9 1 2 4 11
11.Nograd .. ..... 20 21 1 8 3 29 I 3 - 1 3
12.Pest .......... 2| 103 1 9| 10| 112 4 12 1 1 5 13
13. Somogy ....... 6| 97 1 8 7| 105 & 5 - -1 3 )
14. Szabolcs ... .. .. 100 971 -1 10| 97 3 3 - -1 3 3
15. Szolnok ... .. ... 13 179 1 9 14| 188 9| 15 - - 9] 15
16. Tolna......... 41 33 - - 4| 33 2 2l A - 2 2
17.Vas........... 9| 110 1 5| 10| 115 4 5 - - 4 5
18. Veszprém .. . .. 9| 150 1 22| 10| 172 7| 14 - - 7| 14
19.Zala.......... 2] 18 1| 24 3| 42 2 4 - -1 2 4
Vidék......... 1411858 29| 328| 170|2186| 72| 171 10| 19| 82| 190
V. Budapest* 43| 713 16| 205 59| 918 34| 125| 6| 10| 40| 135
Osszesen 184| 2571 45| 533| 229| 3104| 106| 296| 16| 29| 122| 325

*A gimnaziumokhoz sorolva 1 katonai kozépiskola 16 versenyzével, akik koziil 2 bekeriilt a déntobe.

Alabb kozoljik az I. fordulon kitizott 3 feladatot megoldasokkal és megjegyzésekkel.



1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a + b pozitiv szdm, akkor

a+b>1+1
b2 a2~ b’

I. megoldas: A bizonyitando allitas irhato az

(1) L >0

alakban.
A baloldalt k6z6s nevezére hozva, majd a szamlalot ismételten tényezékre bontva nyerjiik, hogy
a®+0b% —ab®> —a*b  (a+b)(a® —ab+b*) — ab(a + b)
a?b? - a?b?
(a+b)(a? — ab+ b* — ab)
a2b? ’

vagyis egyenlGtlenségiink igy is irhato

@ athobf

Mivel az a = 0, b = 0 értékek ki vannak zarva (mert kiilonben az adott egyenl6tlenség értelmetlen volna), a’b?
mindig pozitiv, (a — b)* nem lehet negativ, (a 4 b) pedig a feltétel szerint pozitiv, és igy az (1)-gyel egyenértéki (2)
helyessége nyilvanvald. Az egyenlGség jele csak akkor érvényes, ha a = b.

Megjegyzés. Lényegében ugyanezeken az atalakitdsokon keresztiil jutunk célhoz akkor is, ha bizonyitandé egyenlét-
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lenséget Gsszevonds utan a feltétel szerint pozitiv értékkel szorozzuk, és azutdn redukaljuk 0-ra, vagy ha a két

a
oldal kiilonbségét ugy képezziik, hogy a két oldal megfelels tagjainak kiillonbségét képezziik el6szor, amikor is egyszert
mo6don adédik a tényezkre bontas. Lényegében ehhez az eljarashoz csatlakozik a kovetkezs megoldas.

II. megoldas: Egyenl6tlenségiink
1
pu+—-v>u+v
p

2 1 1
Z—z, u=_,v=1. Vizsgaljuk meg, hogy milyen esetekben all fenn ez az egyenlGtlenség, ha

p>1,8ésu>0. A két oldal kiilonbsége (mely tehat nem lehet negativ):

alakban irhato, ahol a p =

pu—l—%v—u—v—(p—l)u—k<%—1>v—(p—1)(u—%).

Ez 0, ha p = 1. Ellenkez6 esetben az els6 tényezs feltétel szerint pozitiv, tehat a masodik sem lehet negativ:

. v
u > azaz, mivel u >0, p>0, p>-—.

ESERS
IS

Az egyenl6tlenség tehat helyes, ha p sem 1-nél, sem Y _nal nem kisebb. A versenyfeladat esetében feltehetjiik, hogy
U

a > b, a feladat feltétele szerint pedig a > —b. A kett&bdl ekkor

a a

> 1, 2>

. a? 1 1 .
Igy p= —, u = —, v = — valasztés mellett
b2 a b

a

14

a

14

> 1, maésrészt _r_e @ > > > = v
resz .
p=>= p b2 |b| |b] — - -

Sl

1 .
végiil az a| > [b] > 0 (és nyilvan a # 0) folytan v = — > 0. Igy alkalmazhat6 eredményiink, és a bizonyitando6 egyen-
a
16tlenség, helyességét adja. Ezzel allitdsunkat egy valamivel altalanosabb egyenl6tlenség kovetkezményeként kaptuk.
Megjegyzés. Szamos megoldas nem volt teljes értékd, mert szerzGje, szorozva vagy osztva (a + b)-vel, nem hangst-

lyozta, hogy a+ b > 0. Természetesen kimondottan hiba, ha a versenyzé kiemelte, hogy a + b # 0., mert ezzel elarulta,
hogy nincs tisztaban azzal, hogy egyenlGtlenségek szorzasanal (osztasanal) lényeges a szorzo (ill. oszto) elGjele.



Sajnos, még gyakoribb volt az a megsemmisité hiba, hogy versenyzdé ab-vel mint pozitiv szammal szorzott vagy
osztott, holott ab elGjelérdl nem tudunk semmit.

2. feladat: Egy téglalap mindegyik oldaldra mint alapra rajzoljunk kifelé olyan téglalapot, amelynek magassdga az
alap n-ed része. Eqyenld kertletd téglalapokbol indulva ki megudlaszthato-e n értéke gy, hogy az 5 téglalapbol allo idom
terilete mindig ugyanakkora legyen?

I. megoldas: Tekintsiink két tetszéleges, egyenls keriiletd téglalapot. Legyenek az oldalak a, b, ill. ¢, d, ahol
a+b=c+d.
A feladat szerint megalkotva mindkettSbol az 5 téglalapbdl all6 idomot, ezek teriilete egyenls :

ab+2(a-g+b-é> =cd+2(c-£+d-g>7
n n n n
vagyis

2a2 + 2b° _

2¢% + 2d>
ab + ——— —cd—i—L.
n

Mindkét oldalt n-nel szorozva, és rendezve
n(ab —ed) = 2[c® + d* — (a® + b%)] =
=2[(c+d)* — (a +b)* — 2cd + 2ab).
Mivel a feltétel szerint ¢ + d = a + b, azért
n(ab — cd) = 2(2ab — 2¢d) = 4(ab — cd),

és igy feltéve, hogy ab — c¢d # 0,
n =4.
Ha ab — c¢d = 0, akkor az a + b = c+ d = s jelolést hasznalva, b =s —a,d = s — ¢, és igy
a(s—a)—c(s—c)=as—a*—cs+c? =s(a—c)—(a* —*) =
=(a—c¢)(s—a—-c)=0,
ahonnan, vagy ¢ = a, vagy ¢ = s — a. Mindkét esetben a két téglalap egybevagd, és n értéke ez esetben tetszéleges.

II. megoldas: Legyenek a téglalap oldalai a és b. A feladat szerint képezett 5 téglalapbdl allo idom teriilete

2a%  2b?
T=abt+ = + =
n n
. . 4ab  4ab . , e
Adjunk a jobboldalhoz - T—et, hogy behozhassuk az allandé a + b kifejezést:
2a%>  4dab 202 4ab  2(a® + 2ab+ b2 4ab
Ty 200 dab 207 dab  2(a” A+ 2ab+07) 0 dab
n n n n n n

2
(i),
n n

Ha feltessziik, hogy a+ b allando, akkor a jobboldal els6 tagja nem filigg a téglalap alakjatol, a masodik tag azonban
akkor és csakis akkor nem fiigg kiilon-kiilon az a és b oldaltol (vagyis a téglalap alakjatol), ha értéke 0, vagyis (mivel

ab # 0)

1-——=0,
n
ahonnan
n=4.
Ez esetben T 4allando értéke
(a+b)?
2

Megjegyzések: 1. A feladatot megoldd versenyzdk legnagyobb része az 1. megoldas szerint dolgozott, de a diszkussziot

(ab — cd = 0 esetén) mar kevés versenyz6 végezte el. A II. megoldas szerint dolgozok pedig legtobbnyire csak arra
2a% 202 1
mutattak ra, mindjart a T = ab + “ 2 alakban, hogy n = 4 esetén T = —(a + b)? allando, és egyaltalan nem

n n
torédtek azzal, hogy nem lehet-e T mas n értékekre is fiiggetlen a téglalap alakjatol.



2. Tobb versenyzd ramutatott arra, hogy a feladat minden nehézség nélkiil altalanosithato a 90°-os téglalaprol o
sz0gl paralelogrammara, oly médon, hogy az oldal n-ed részével toldjuk meg mindkét iranyban a szomszédos oldalt.
Ez esetben az 5 téglalap mindegyikének teriilete, és igy T is, az n-t6l fiiggetlen sin « 4llandoéval szorzodik.

3. feladat. Adva van egy kor, annak keriiletén egy A pont és belsejében egy O pont. Szerkessziik meg a kér keriiletén
a B és C pontokat gy, hogy az ABC hdromszdgbe irt kor kizéppontja az adott O pont legyen.

I. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak, a bettizést az 1. dbra mutatja.

A BO és CO szogfelez6k messék a kort masodszor a B, ill. C’ pontokban. A keriileti szogek tétele szerint AB' =
B'C, ¢és AC' = C'B, és igy ugyancsak a keriileti szogek tételének értelmében az OB’ AC’ négyszogben a B'C’ 4tlo
felezi a B’ és O’ csticspontoknal fekvé szogeket, vagyis a B'C’ 4tl6 a négyszog szimmetria tengelye. Ebbél kovetkezik,
hogy a négyszog deltoid, és B'C’ mer6legesen felezi az AO atlot.

Eszerint az igen egyszerd szerkesztés menete Az AO szakaszt merdlegesen felezd egyenes metszi ki a korbol a B

és C' pontokat (2. abra).

2. dabra

A B'O és C'O egyeneseknek masodik metszéspontja a korrel szolgaltatja a keresett B, ill. C pontokat.

II. megoldas: Még egyszeriibb szerkesztéshez jutunk a kovetkezSképpen: Legyen az AO egyenes méasodik met-

széspontja a korrel A’. Az A’BOa-ben a O csucsnal fekvs e szog az AOBa kiils6 szoge (1. abra). Tehat € = % + g
Az A’BC< mint keriileti szog g, és igy az A'BO< = % + g = ¢. Tehat az A’ BOa-ben e két egyenls szoggel szemben

fekvé két oldal is egyenld, vagyis
A'B=A0, hasonléan ~ A'C = A'O.

Eszerint az A’ koriil A’O sugérral rajzolt kor metszi ki az adott, korbdl a keresett B és C' pontokat (3. &bra).



o
i~

3. dbra

Megjegyzés: Az itt bizonyitott tételt (mely szerint a haromszog koré irt kor két csicspont kozti ivének felezGpontja
éppolyan tavol van a két cstcsponttol, mint a haromszogbe irt kor kozéppontjatol) lényegében tartalmazta az 1954.
évi Arany Daniel versenyen kezdgk részére kittizott 1. feladat (lasd a K. M. L. IX. kdtet, 2. sz. 1954. okt., 33. 0.), de
megtalalhato a tétel a Matematikai Versenytételek I. részében is az 1897/2. feladathoz fizott 2. jegyzetében (42. o.).
Néhany versenyzd hivatkozott is e forrasokra, de a megoldok zome bizonyitotta e tételt.

A bizonyités tulajdonképpen méar az I. megoldasban megtortént, amikor megmutattuk, hogy az OB’ AC’ négyszdg
(1. abra) deltoid, vagyis B'A = B'O, és C'A = C'O.

III. megoldas: Igen szép, szellemes megoldashoz jutunk (bar nem a legegyszertibbhéz), ha az el6z6knél valamivel
tobbet (Feuerbach-féle kor) hasznalunk fel.

Tekintsiik a keresett ABCa-et valamely A’B’C’\ talpponti haromszogének, akkor az adott K kdzéppontt és r
sugart k kor az A'B’C/. Feuerbach-féle kire (K = F’). Ismeretes, hogy az A'B'C’\ magassédgvonalai a talpponti
haromszog szogfelezdi, tehat az adott O pont azonos az A’ B’C’ haromszég M’ magassagpontjaval, A pedig az A’-bol
kiindul6 magassagvonal A} talppontja. Ismeretes tovabba, hogy az A’B'C’\ k' koriilirt kére nem egyéb, mint a k
Feuerbach-féle kornek 1 : 2 aranyu kivetitése az M'(= O) centrumbol.

Eszerint a szerkesztés menete: Az O(= M') pont tiikorképe a K (= F’) pontra nézve lesz az A'B'C'y koré irt &’
kornek K’ kozéppontja (4. dbra).

4. dbra

K’ koriil 2 r sugérral rajzolt kor a k' kor. Az A(= A}) pontban OA(= M'A!)-ra emelt merdleges egyenes metszi
ki a k’-b6l a B’ és C' pontokat. A B'O(= B'M’) és C'O(= C'M’) egyeneseknek a k korrel valo, O(= M') ponton tul
fekv6 metszéspontjai a keresett B és C' pontok.

IV. megoldas: Konnyen nyerhet6 egy szerkesztés, de tavolrol sem egyszeri szerkesztés, Euler egy tételén keresztiil,
melyet a versenyz6k nagy része ismert és felhasznalt, pl. a kovetkezé modon:

Ha az adott kor kozéppontja K, sugara r, a keresett ABC haromszogbe irt kor sugara o, és OK = d, akkor Euler
tétele szerint (lasd pl. Matematikai Versenytételek I. rész, 41. o.)

2r0 = 1% —d? = (r +d)(r — d)



2r:(r+d)=(r—d): o,

ahonnan
és igy o az adatokbol negyedik aranyosként kénnyen megszerkeszthets (5. abra).
r-d, I}
/
/ !
2r ’II /
!
[
!

/
J

r-d _d d
e

r
red

5. dbra

Az A pontbodl az O koriil p sugarral rajzolt korhoz szerkesztett érint6k metszik ki az adott korbdl a keresett B és

C pontokat (6. abra).

6. dbra

Az idézett helyen megtalaljuk annak bizonyitésat is, hogy az Euler-Gsszefliggés teljesiilése esetén a keriilet barmely
A pontjabol indulva ki a BC' egyenes is érinti az O kozépponti o sugara kort, tehat az ABC haromszog megfelel a

Mindig van egy és csakis egy megoldas, mert 2r > r 4+ d miatt r —d > g, és igy a g sugart kor mindig az r sugara

feladat feltételeinek.
kor belsejében vanl}

Megjegyzés: E tétel kiilonben, mint lathattuk (gyakorlati szempontbol tekintve) elég koriilményes szerkesztéshez

2

(r o) -ként kapta meg a o-t.

vezet, még akkor is, ha negyedik aranyosként szerkesztjiik meg kozvetleniil a p-t. A megolddk legnagyobb része azonban
iigyetlenebbiil a d* = r(r — 2p) alakbol, az adott d és r szakaszokbol, a derékszogii haromszoggel kapcsolatos meértani
2

r—
kozéparanyossag felhasznalasaval szerkesztette meg az r — 2p szakaszt, amelybdl

L Szerkeszté megjegyzése: Szamos versenyz6 — fGleg lapunk olvasoi — hasznalta fel e tételt, amelyre lapunk a kozelmultban kétszer is
(XIII. kotet 3. sz. 1956. november, 96. o., és XIII, kdtet 5. sz. 1956. december 143. o.) hivatkozott. Kitlinik ebbdl, hogy a kozépiskolai

matematikai irodalom ismerete kétségkiviil elényt jelent a versenyzSknek, amint erre lapunk allandéan ramutatott.
Jelen esetben azonban sem az Euler-tételre, sem a Feuerbach-féle kdrre nem volt sziikség, hanem az 1. gimnaziumban tanult egyszeri

szogOsszefiiggések vezettek el a legegyszertibb, legelegansabb szerkesztéshez, amint azt az I. és II. megoldasban lattuk.



