(2. befejezd kozlemény)

Néhany algebrai fogalom

9. Az el6z6kben belattuk, hogy bizonyos szamadatokbol azok és csak azok az adatok szerkeszthetSk, amelyeket négy
alapmivelet és négyzetgyokvonds ismételt, véges szamu alkalmazaséaval szdmithatunk ki az adott szdmokbol. Ennek a
kritériumnak az alkalmazéasa egy konkrét problémara azonban még nem koénnyd. Ezt a kovetkezs, déloszi probléma
néven ismert, feladaton illusztraljuk: adott élhosszisdgiu kockdhoz megszerkesztendd a kétszer akkora térfogati kocka
éle.

Az adott élhosszusagot valasztva tavolsagegységnek, a feladat az

=2

egyenlet egy megoldasanak megszerkesztését kivanja. Igaz, hogy a megoldas x = v/2 alakban irhato, és itt
kébgyokvonast, tehat a kritérium szerint meg nem engedett miiveletet, alkalmaztunk; ez azonban még nem biztositja
a szerkesztés kivihetetlenségét korzével és vonalzoval, mert nem zarja ki ugyanis eleve azt, hogy méas Gton ne
szamithassuk ki a V/2-t racionalis szamokbol alapmiveletek és négyzetgyokvonasok, valamilyen bonyolultabb,
ismételt alkalmazaséaval, ahogy a negyedik gyokvonast pl. visszavezethetjiik (nagyon egyszertien) négyzetgyokvonasra.
A tovabbiakban azt is be fogjuk latni, hogy nincs olyan 6rdéngos formula, amely a V/2 -héz csak négyzetgyokvonas
felhasznalasaval elvezetne.

10. Mivel a szerkeszthet&ségre nyert kritérium algebrai, alkalmazésa attekinthetébb lesz, ha néhany algebrai
fogalmat elérebocsatunk. Kitiintetett szerepe van valamilyen adott a1, ..., a; szdmokbdl a négy alapmivelettel
kiszamithat6 szdmok Gsszességének. Egy ilyen Osszességet szamtestnek szokas nevezni, kozelebbr6l az a, ..., ay

szamokkal generdlt (vagy szarmaztatott) szamtestnek.

Igy az 1 szam a racionalis szamtestet generalja, mert Osszeadassal eljutunk belsle a természetes szamokhoz, ezekb6l
kivonéssal 0-hoz és a negativ egészekhez, végiil osztassal az Osszes raciondlis szamokhoz. Ezenkiviil mas szamot nem
kapunk, mert két racionélis szam Osszege, kiilonbsége, szorzata és hanyadosa is racionalis. Kénnyen lathaté, hogy
béarmely mas racionélis szam is a racionalis szdmok testét generalja, kivéve a 0-t, mert az az altal generalt test
egyediil a 0-bol all.

Minden méas szamtest is tartalmazza a raciondlis szdmokat. Ha ugyanis van a testnek egy 0-to6l kiilonb6z6 szama,
akkor ezt sajatmagaval osztva nyerjiik, hogy az 1 is benne van a testben, és ezzel egyiitt, mint lattuk, minden
racionélis szamnak is benne kellene lennie. Vannak szamtestek, amelyek hatarozottan b&vebbek a raciondlis szamok
testénél, hiszen pl: a v/2-vel generalt test biztosan tartalmazza a racionalis szamokon kiviil a v/2-t is, amelyr6l
tudjuk, hogy nem racionalis.

Bizonyos, ai, ..., a; szdmok generalta test legyen T'. Legyen ¢ egy olyan T-beli szdm, amely nem négyzete valamilyen
T-beli szémnakEl tovabba b és c tetszésszerinti T-beli szamok, ¢ # 0. Ha a1 = b+ eV't, képezzik az ay, . .., ay, k41
altal generalt testet. Azt allitjuk, hogy ennek a testnek minden szdma

(1) u+ oVt

alakban irhato, ahol u és v a T testbeli szamok. Legyen pl. T a racionélis szamok teste (amelyet pl. a; = 1 general),
t=3,6say =1+ 2V/3. Az a; és ao altal generalt test két szama
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akkor ezek Osszege, kiilonbsége, szorzata, illetSleg hanyadosa:
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Altalaban is hasonléan jarunk el. Osszeadassal és kivonassal csak (1) alaku szamokhoz jutunk. Ha két ilyen alaku
szdmot szorzunk

(ur + v1V1) (ug + v2vVt) = (uruz + v1vat) 4+ (urve + ugvy )V,
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ahol a zarojelben allo szamok T-bdl valok. Végiil két (1) alakt szam hanyadosa is ilyen alakra hozhat6 a nevezé
gyoOktelenitésével, ha az osztd nem 0:

uy + vVt _ (u1 + 'Ul\/i)(UQ - 02\5) _
us + vVt (u2 +v2vt) (u2 — v2v/1)
UjuUg — ’U1’U2t (’U,z’l)l — ul’l}g) \/E

2 2 2 2
uy — vt uz — vyt

Itt a nevezd tovabbra sem 0, mert akkor vagy ue is, vo is 0 volna, vagy egyik sem. Az el6bbi nem lehet, mert
eredetileg nem 0-val osztottunk. Az utébbi esetben

volna, de t-r6l feltettiik, hogy nem egyenls egy T-beli szam négyzetével. Ekkor viszont a fenti utolsé kifejezésben
szerepl két tort T-beli szam. Ezzel bebizonyitottuk allitdsunkat.
Latjuk, hogy ezt az 1j, és T-nél bvebb testet (hiszen tartalmazza V/t-t, és ez nincs benne T-ben) Vit meghatarozza,
fiiggetleniil attol, hogy mi volt b és ¢, csak ¢ nem lehetett 0. Ezt a testet T-nek v/z-vel valé bovitésének nevezziik és
igy jeloljiik: T(V).

11. A fentiekben szerepet jatszott még polinomok felbontésa alacsonyabbfoku tényezékre. Egy ilyen felbontéas
létezése fligg attol, hogy milyen szamokat engediink meg egytitthatokul. A

422 — 3

polinom példaul a racionélis szamok R testébsl vett egyiitthatds tényezékre nem bonthato, de felbomlik két elséfoku
R(V/3)-beli egyiitthatos tényezdre:

4% — 3 = (22 — V3)(22 + V3).

Ha egy polinom egyiitthatéi egy T testbdl valok, de nem, bonthaték a polinom két alacsonyabbfoki T-beli
egyiitthatos polinom szorzatara, akkor azt mondjuk, hogy irreducibilis a polinom T félott. Ha van ilyen felbontés,
akkor a polinomot T f616tt reducibilisnek mondjuk.

Az «a sz6g harmadrészének cosinusét szolgaltato

(2) 42 —3x —a=0

egyenletben, hol a = cosa (lasd az 1. pontot az 1. kézleményben), a baloldal o = 90°-ra (tehat a = 0-ra) reducibilis
R folott.

42 — 3z = x(4a* - 3),

1 1
hasonléképpen a = 45°-ra [ a = —=-re | reducibilis R | — | folott:
PP ( V2 ) (vﬁ)

4x3——3x——;;§:: (x—%:};) <4x2——:;§x——1>.

(R folotti reducibilitasnak itt értelme sincs, hiszen az egytitthatok nem mind racionalisak.)

a = 60°-ra, tehat, ha cosa = 308
1
423 —3r — = =0
x T =3 ,
azaz a

822 —6x—1=0

egyenletet kapjuk. Itt a baloldal a raciondlis szamtest felett irreducibilis. Ha ugyanis felbomlana alacsonyabbfok,
raciondlis egyiitthatés tényezbkre, azok egyike els6foki volna, és igy volna egy racionélis gyoke. Tudjuk azonban,
hogy csak olyan racionélis szam lehet egy egész egyiitthatos egyenletnek gyoke, amelynek szamlaloja az allando

. 1 1 1
tagnak, nevezdje pedig a legmagasabbfoku tag egyilitthatdjanak osztdja. Igy esetiinkben a :|:§, iZ’ :tg szdmok
jonnek szamitasba, és egy kis szamitas mutatja, hogy ezek egyike sem elégiti ki az egyenletet.

Hasonléan lathat6, hogy a déloszi probléméahoz tartozd

22 —2=0



egyenlet baloldala irreducibilis R f6l6tt, mert kiilonben volna racionalis gyoke és ez csak +1 vagy £2 lehetne,
amelyek azonban nem tesznek eleget az egyenletnek.

Harmadfoka egyenlet gyokeinek nem szerkeszthetd volta

) 12. Ezen el6készitések utan be fogjuk bizonyitani a kovetkezst:
TETEL: Ha bizonyos szerkesztési alapadatokkal generdlt T testhez adva van egy

(3) 2} +ar® +br+c=0

egyenlet, melynek baloldala T folétt irreducibilis, akkor ezen adatokbdl az egyenlet eqyik gyoke sem szerkeszthetd meg.
A tétel magaban foglalja pl. a déloszi probléma megoldhatatlansagat korzs és vonalzoval, és a 60° harmadrészének,

1
20°-nak a nem szerkeszthets voltat. Az egyetlen alapadat ugyanis az els6 esetben 2, a méasodikban —, ezek mindkét

esetben a racionalis szamtestet generaljak, viszont a szerkesztendd adat, amint éppen lattuk, mindkét esetben egy R
folott irreducibilis egyenlet gyoke.

13. A tétel itt kovetkezs bizonyitdsa EDMUND LANDAU hires német matematikustol ered. Indirekt uton fogunk
eljarni, azaz feltessziik, hogy ha a tétel nem volna helyes, volna olyan (3) alakt egyenlet, amelyik irreducibilis az
alapadatokkal generalt test folott, és mégis megszerkeszthets egy gyoke. Ebbgl a feltevésbdl ellentmondéasra fogunk
jutni.

Feltevésiink szerint a szerkesztés befejeztével eljutunk az egyenlet egy gyokéhez. Belattuk az 1. kozlemény 2
pontjdban (lasd a (2) atalakitéast), hogy ekkor kiemelhets a baloldalbél a gyokhoz tartozé gyoktényezs. A
visszamarad6 tényezd egyiitthatoi a gyokbdl és az eredeti egyiitthatokbdl, szamithato ki, tehat benne vannak az
Osszes ismert adatok (alap- és megszerkesztett adatok) altal generalt testben. Ebben a testben tehat a (3) egyenlet
maér reducibilis.

Kovessiik lépésrol lépésre a szerkesztést. Az alapadatok generalta test folott a (3) egyenlet baloldala még
irreducibilis, a szerkesztés végén mar reducibilis. Kell tehat egy lépésnek lennie, amely el6tt az eddig ismert adatok
generalta T test folott a polinom még irreducibilis, de a szerkesztés olyan adatot szolgaltat, amelyet az el6z6khoz
hozzavéve az ezek altal generalt testben mar reducibilissé valik.

Ez az adat nem lehet az el6z6kbé6l négy alapmiivelettel kiszamithato, mert akkor benne volna a 7" testben, és igy
hozzavétele az el6z6khoz, nem bévitené a testet. Mivel minden egyes szerkesztési 1épés a négy alapmiivelettel vagy a
négy alapmivelettel és négyzetgydkvonassal szarmazé adatot szolgaltat, igy csak az a lehetdség marad, hogy ez az
adat

b+cVt

alakd, ahol ¢t olyan T-beli szam, amelynek a négyzete nincs T-ben, ¢ pedig nem 0. Ennek hozzavétele az el6z6
adatokhoz a T'(v/t) testhez vezet. Ebben (3) bal-oldala mar felbonthat6 alacsonyabbfoki tényezGkre.
Ekkor az egyik tényezd els6foku, s igy gyoke az egyilitthatok hanyadosaként adodik, tehdt benne van a T(\/E)
testben. Legyen ez

T = Uy +’U1\/Z.

Itt v1 # 0, mert T-ben még nem bomlik fel a polinom, s igy gyoke sem lehet. Behelyettesitve z1-et (3)-ba, azt
kapjuk, hogy
0= a:zl)’ + a:z:f +bx1 +c= (u:{’ + 3u1vft + au% + avft + buy + o)+
+ (3uvy + V3t 4 2auiv1 + bv)VEt = m + nVt,

ahol m, és n T-beli szdmok. Megmutatjuk, hogy m és n kiilon-kiilon 0.
Ha n = 0, akkor nyilvan m is 0. Ha viszont n a 0-t6l kiilénb6z6 szam volna, akkor

e - (3)

n

volna, holott ¢ nem négyzete T-beli szdmnak.
Ha viszont m = n = 0, akkor

(w1 — v1V)? + a(ug — V)2 +b(uy —viVt) +c=
= (U} + 3u1v?t 4 au? + av?t + buy + ¢) — (3udvy + Vit + 2au1v1)VE =
=m—nVt= 0,

tehat

Ty = uy — vVt



is gyoke a (3) egyenletnek, és z1-t6l kiilonbozé gyok, mert vy # 0. Igy 29 az © — x; gyoktényezs kiemelése utan
maradé mésodfoki polinomnak gydke, tehat abbdl még kiemelhets az x — zo gydktényezd, és visszamarad egy
els6foku tényezs. Az x egyiitthatoja ebben is 1, mert a szorzatban is egyiitthatoval szerepel 2. Igy (3) bal oldala igy
alakithato at:

4 ar? +br+c= (v —x1)(x — 22) (T — 23),

ahol x1 és xo a fenti értékek, xs pedig alkalmas szam, amit éppen a nyert Osszefliggésbdl hatarozhatunk meg, ha
Osszehasonlitjuk pl. a masodfoku tag egyiitthatéjat a két oldalon:

a—= —x1 — T2 — I3, ahonnan I3 = —X1 — T2 —a= —2’(1,1 —a.
Ez azonban T-beli szdm, masrészt
(& = 21) (& — @) = [(x — w1) =01 V][(x —w1) + 01VE] = (2 —w1)® — ot =
= 2% — 2uyx + (u? — vit)
szintén T-beli egyiitthatos polinom. A (3) baloldala tehat felbomlana két T-beli egyiitthatos polinomra, holott T°
olyan test volt, amiben (3) baloldala még irreducibilis.
Ezzel ellenmondasra jutottunk, s igy helytelen volt az a feltevés, amibd6l kiindultunk. Azt nyertiik tehat, hogy a (3)
egyenlet egyik gyoke sem lehet szerkeszthetd, amint azt a tétel allitja.

Megjegyezziik, hogy igaz a kovetkezs tétel, amelynek a fenti specidlis esete:
Ha egy

" +a " P+ a1z +a, =0

egyenlet bizonyos alapadatok altal generalt test f6lott irreducibilis, és n nem 2 valamilyen hatvanya, akkor az
egyenlet egyetlen gyoke sem szerkeszthets.



