Ismerkedés a problémaval

1. Bizonyara mindenki hallott mér arrél, hogy a szog harmadolasa, vagyis harom egyenls részre osztasa vonalzoval
és korzovel nem oldhaté meg. Ez elég meglep6 allitas. A hasonlé feladat szakaszokra megoldhato: egy egyenes szakasz-
nak meg tudjuk szerkeszteni az n-ed részét, akirmilyen természetes szam is n. Szogeknél is meg tudjuk szerkeszteni
akdrmilyen szognek a felét, a harmadrészét megszerkeszteni azonban altaldban nem sikeriil.

Azt mondtuk, hogy ,altalaban”, hiszen vannak specialis sz6gek, amelyeknek harmadrészét meg lehet szerkeszteni.
Ilyenek pl.: a 90°, 45°, 180°, mert 30°-0s, 15°-0s, illetSleg 60°-0s szoget tudunk szerkeszteni, de ilyen pl. a 36° is, mert
kétszerese, a 72° éppen 12°-kal, tehat a 36° harmadrészével, nagyobb 60°-nal: (Maga a 36° is megszerkeszthets, pl.
mint a szabdlyos tizszog egy oldalahoz tartozé kbzépponti szog.)

A sz6g harmadolasidn azonban egy olyan eljarast értenénk, amely alkalmas tetszés szerinti sz6g harmadrészének
megszerkesztésére. Ha van csak egy olyan szog is, amelynek a harmadrésze nem szerkeszthet6 meg, akkor természetesen
altalanos eljaras sem lehetséges tetszés szerinti szog harmadrészének megszerkesztésére.

Egy Papprustol (alexandriai gorog matematikus 300 évvel i. u.) rankhagyott észrevétel (amely allitolag i. e. V.
szézadbol valo) ugy latszik, mintha keziinkbe is adna a feladat megoldasat. Mérjiink egy szog egyik széarara a csucstol
valamilyen AB = t tavolsagot (1. abra), a B végpontbol messiik el ¢ tavolsaggal a masik szarat, majd a C' metszés-
pontbdl ismét ¢ tavolsaggal az els6t, legyen az tjabb metszéspont D. A haromszogek kiils§ szogére vonatkozo tétel
alapjan lathato, hogy a C pontnal keletkezd a szdg haromszorosa annak a szognek, amelybdl kiindultunk.

1. dbra

Ha ezt az abrat sikeriil az « szoghdl kiindulva rekonstrualni, akkor harmadoltuk a-t. Probaljuk ezt meg. A D pontot
tetszés szerint vehetjiik fel. B rajta lesz a C' koriil D-n at huzott kéron. Rajzoljuk meg ezt a kort, és hosszabbitsuk
meg a sz0g D-t nem tartalmazé szarat a C csicson tul (2. abra).

2. dbra

Most mar csak agy kell D-n 4t egy egyenest hiizni, hogy annak a kor és a meghosszabbitott szogszar kozé es6 darabja
CD hosszusagu legyen. Ezt azonban egy vonalzé segitségével megtehetjiik, ha annak éle mentén el6re kijeloljiikk a C'D
tavolsagot. (A vonalzot egy egyenes széli papircsik is helyettesitheti.) Ezutan egy kis ligyességgel elhelyezhetjiik a
vonalzét ugy, hogy a két jel a szogszarra, illet6leg a korre essék, az éle pedig d&tmenjen a D ponton. Ha ez sikeriil, akkor
meghtzzuk az AD egyenest, és megkaptuk o hamadrészét. Kézben csak korzét és vonalzét hasznaltunk, a vonalzot
azonban olyan kérmonfont modon, amit nem szoktunk szerkesztésnek elfogadni: kijeldltiink rajta két pontot, és azutan
gy igyekeztiik elhelyezni, hogy azok megrajzolt vonalakra keriiljenek, éle pedig egy adott ponton menjen at. Egy ilyen
miveletet nem tekintiink szerkesztési 1épésnek.

2. A probléma egy masik megkozelitése volna szamitashoz folyamodni. Egy szoget helyettesithetiink szerkesztés
szempontjabol a cosinusaval. Ha ugyanis egy « szog van adva, akkor egyik szarara ramérve egy tetszés szerinti e

tavolsagot, megszerkeszthetjiik ennek p vetiiletét a masik szaron. Ezzel rendelkezésiinkre 4ll az o = cos @« = — aréany
e
(3. &bra).
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3. dbra
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Ha abbol meg tudjuk szerkeszteni az © = cos 3 aranyt (tehat két ilyen aranyban all6 tavolsagot), akkor megszer-
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keszthetjiik azt a ¢ tavolsdgot, amelynek arédnya e-hez cos 3 amelyre tehat ¢ = ecos 3 Ezt ramérve egy e sugart kor
@
egy sugarara, a végpontjaban merdlegest allitunk. Ennek a korrel valé metszéspontjahoz vezets sugar 3 szoget zar be

az el6bbi sugarral. A cos % érték kiszamitasara felhasznalhatjuk a konnyen igazolhaté

cos 3 = 4cos3gp—3c0s<p

Osszefiiggést. Itt ¢ helyére %—at irva, és hasznalva a fenti jeloléseket a

(1) 42 =3z —a =0

egyenlethez jutunk. Ez ismét nem vezet el egy szerkesztés megtaldlasdhoz. Els§ és masodfoki egyenlet gyokeit meg
tudjuk szerkeszteni, amint ezt a 8. pontban latni fogjuk részletesebben, de harmadfoka egyenletnél nem kinalkozik
kézenfekvs attérés szerkesztésre. Azt fogjuk majd belatni, hogy bizonyos nyilvanvald esetektdl eltekintve ilyen attérés
nem is lehetséges.

Miel6tt azonban tovabbmennénk, maradjunk egy pillanatra az (1) egyenletnél. Ennek altalaban harom gyoke lehet]
és mindegyikhez még 2-2 olyan szog tartozhat, amelyeknek ez a cosinusa. Ez megfelel annak, hogy « is dltalaban két
lényegesen kiilonb6z6 szognek a cosinusa, és az e két szognél 360° és 720°-kal nagyobb szégek ugyan mér nem lényegesen
kiilonbo6z6 szogek, de harmadrészeik mar 1ényegesen kiilonbozsk.

Ha ismerjiik az egyenlet Gsszes gyokeit, ezek koziil mar nem nehéz kivalasztani az adott szog harmadrészét. Mi
van azonban, ha az (1) egyenletnek egyik x; gyokét sikeriilt megszerkeszteni, de az nem az adott sz6g harmadanak
cosinusa? MegszerkeszthetG-e ekkor a keresett harmadrész cosinusa is? Mivel x; gyoke az egyenletnek, azért

423 — 321 —a = 0.
Ezt az (1) egyenletbdl levonva, « kiesik, és a marado kiilonbségbdl @ — z1 kiemelhetd:

(x — x1)[4(2® + 2z +23) — 3] =
(2) = (v — x1)[42® + dwxy + (423 — 3)] = 0.

A marado6 masodfoku tényezs egyiitthatoi x1-bdl és a régi egylitthatokbol 6sszeadas, kivonas, szorzas segitségeévél
szamithatok ki; ennek a tényezének gyokei kozott szerepel a szerkesztendd szog cosinusa. Masodfoka polinom gyokeit
azonban, ha vannak, meg tudjuk szerkeszteni, ha az egyiitthatoi ismertek, azok pedig esetiinkben — mint a 8. pontban
latni fogjuk — egszerkeszthetSk, ha 1 megszerkeszthet6.

A most alkalmazott modszerrel belathato, hogy ha egy tetszés szerinti algebrai egyenletnek van egy gydke, akkor
az ahhoz tartozo gyoktényezd kiemelhetd a 0-ra redukdlt egyenlet tobbtagujibdl. A visszamaradd tényezd egyitthatdi a
mdr megtaldlt gyokbdl és a 1égi egyliitthatokbol dsszeadds, kivonds, szorzds segitségével szamithatok ki.

Az allitast mi csak harmad- és masodfoku egyenletre fogjuk alkalmazni.

Szerkesztés korzovel és vonalzdval

3. A fentiekben kideriil, hogy nem elég megmondani, hogy szerkesztési eszkoziil csak korzst és vonalzot engediink
meg, meg kell azt is mondanunk, hogy ezekkel milyen lépések végzését engedjiikk meg. Bar a lehetséges szerkesztések

! Csak a valos szamok ismeretét tételezziik fel, igy kijelentéseink mindig azok korében értenddk.



igen valtozatosak, sokfélék lehetnek, mégis minddssze néhany egyszerd lépésre vezetheték vissza, amelyeket azutan
tobbszor alkalmazhatunk a legkiilonbozébb sorrendben és helyeken. Osszesen 6t ilyen elemi lépésre vezethets vissza
minden szerkesztés. Vonalzoval

1. két adott ponton dt egyenes szerkeszthets, és

2. megszerkeszthetS két egyenes metszéspontja.

Korzével

3. adott pont kéril adott sugari kér szerkeszthetd,

4. megszerkeszthets két kornek a két (kilonbozd) metszéspontja, végiil korzével és vonalzoval megszerkeszthets

5. egy egyenes és eqy kor két (kilonbézd) metszéspontja.

Természetesen megengedhetnénk méas lépésék végzését is vonalzoval és korzével. Hogy miket engediink meg, az
tisztdn megallapodas kérdése. A fonti megallapodasok alapjan végezhetd szerkesztések Osszessége megegyezik azzal,
amit a régi gorogok megengedett szerkesztésnek tekintettek, ahogyan az példaul EUKLIDESnéEl megtalalhatd (bar mar
kordbban is ismeretes volt). Szokas is ezeket euklideszi szerkesztéseknek nevezni. Az, hogy ma is ugyanugy hataroljuk
koriil a szerkeszthetGség fogalmat, talan nem is annyira a hagyomanyok tiszteletén mulik, mint azon, hogy ilyen
meghatarozas mellett, a szerkeszthetGségre igen egyszeri kritérium adoédik (amit a 8. pont tételében mondunk ki).

Probaljunk meg néhany szerkesztést ezen alapszerkesztésekig szétbontani.

Adott egyenesre adott pontjabol egy adott tavolsagot tgy mérhetiink réa, hogy a pont koriil az adott szakasszal
mint sugarral kort rajzolunk (3. alapszerk.), majd kijeloljiik az egyenes és a kor metszéspontjait (5. asz.).

Adott szakasz felez6 pontjanak megszerkesztése igy bonthato szét: Egy szakaszt a két végpontjaval adhatunk meg.
A szakasz mindkét végpontja koriil a szakasszal mint sugéarral kort rajzolunk (kétszer a 3. asz.), megkeressiik a két kor
metszéspontjait (4. asz.), ezen a két ponton at egyenest rajzolunk, tovibba a szakasz két végpontjan is (kétszer az 1.
asz.), vegil kijeloljik a két egyenes metszéspontjat (2. asz.).

Ekozben megszerkesztettiik a szakasz felez6 merdlegesét is (a korok metszéspontjait 6sszekots egyenesben).

Hiaba probalnok azonban a vonalzé két pontjanak kijel('jlésé vagy az igy megjelolt vonalzé részbeli hasznalatat
az b alapszerkesztésb6l Osszetenni. Igy a fenti szerkesztés nem korzé-vonalzos szerkesztés a most mondott értelemben,
nem euklideszi szerkesztés, ahhoz képest a szerkesztés korének egy lényeges bovitését jelenti.

Hangsualyoztuk az utols6é két alapszerkesztésnél, hogy két kiilonboz6 metszéspontot tudunk megszerkeszteni. Ha
tehat a két kor érinti egymast, illetSleg az egyenes érinti e kort — bar akkor az, érintési pont tekinthets Osszeesd két
metszéspontnak — mégsem tekintjiik megszerkesztettnek pusztan azaltal, hogy a két érintkezd vonalat megrajzoltuk.

Tudjuk persze, hogy méas uton mind a két esetben megszerkeszthets az érintési pont. Az elbbiben a korok kozép-
pontjat 6sszekdts egyenes metszi ki a korokbdl, az utéobbiban a kor kézéppontjabol az egyenesre bocsatott merélegesnek
az egyenessel (vagy a korrel) valé metszéspontjaként adodik az érintési pont.

Az érintkezs korok esetében az 1. és 3. alapszerkesztés kozvetleniil elvezet a keresett ponthoz — ha ismeretes a korok
kozéppontja — és a masodik esetben is elég egyszert, jol ismert szerkesztés adja a keresett pontot.

A kozbevetett ,ha” azonban Gjabb bokkendt jelent, hiszen egy kor az kor akkor is, ha nincs megjeldlve a kdzéppontja.
Altalaban, ha kort emlitiink, azt adottnak tekintjiik a kézéppontjanak kijelolése nélkiil is. Ha az is ismeretes, ezt kiilon
adatnak tekintjiik, és kiillon megemlitjiik.

4. Abbol a szempontbol ez a megjegyzés sem nagyon lényeges, hogy ha a kor ismert, megszerkeszthetjilk a kdzép-
pontjat is. Két tetszés szerinti nem parhuzamos egyenessel metssziik a kort; az egyenesekbdl kimetszett harok felezé
merdlegeseinek metszéspontja a kor kozéppontja. A kimetszett hurok kijelolése kétszer az 5. alapszerkesztés alkal-
mazasa, a felez6 mer6leges megszerkesztésérdl fentebb mar volt szo, végiil ezek metszéspontja a 2. alapszerkesztéssel
adodik.

Minden rendben lenne tehat, csak éppen az elinduldsnal van baj. Itt két tetszés szerint hizott segédegyenesre van
sziikség, azonban mindegyik alapszerkesztés adott pontokbodl, adott egyenesekbdl, adott kérokbdl szerkeszt meg jol
meghatéarozott pontokat, egyeneseket, kordket.

Ha a koron kiviil szerepelnek még egyenesek, pontok is, azokbél kiindulva altalaban mar el tudunk jutni mindig
csak adott vagy kordbban mér megszerkesztett elemeket hasznalva fel a célnak megfelels segédelemekhez. Ha azonban
a koron kiviil semmi nincs adva, akkor ilyen kiutat sem talalunk.

Ez komoly hidnyossag, mert szerkesztésekben nagyon gyakran elkeriilhetetlen segédkorok, segédegyenesek, segéd-
pontok szerepeltetése, amelyeket bizonyos tag korlatok kozott tetszés szerint vesziink fel.

Ezt a hianyt azzal kiiszoboljik ki, hogy egy szoget, pl. egy derékszoget, vagyis két egymasra meréleges egyenest,
és az egyiken egy, a metszéspontjuktol kiilonb6z6 pontot mindig hozzavesziink a szerkesztés kiindulasara szolgalod
adatokhoz. Ezekb6l mar tetszés szerinti sdrtiségben tudunk tovabbi pontokat és egyeneseket szerkeszteni az egész
sikban.

Az egyenesek metszéspontjatol az adott pontig terjeds szakaszt az egyik végpontbol kiindulva ismételten felmérhet-
jiikk akdrhanyszor az egyenesre, amint azt fentebb részleteztiik. Ezutan a keletkez6 szakaszokat felezhetjiik, majd az igy
keletkezsket ismét, és igy tetszés szerinti stirtiségben kaphatunk pontokat az egyenesen. A kézben segédszerkesztésként
kapott szakaszfelez$ mer6legesek, parhuzamos egyenesek szintén tetszés szerinti siriségben.

Az egyik egyenesen adott szakaszt a masikra is ramérhetjiik, ott megismételhetjiik az els6n végzett szerkesztéseket.
Ekkor mér két egymaésra meréleges egyenesseregiink van. Ezek segitségével barmilyen igénynek megfelel$ siirtiségben

2Szerkesztést mindig egy sikban (altalaban a rajztablara feszitett rajzlapon) gondoljuk végezni, semmi esetre sem a rajzeszkozon.



tudunk pontokat megszerkeszteni egy sikban (annak abban a részében, amelyben a szerkesztéshez egyaltalan sziikség
lehet ra), csak kellg sokszor kell a felezéseket megismételni. Ezek felhasznalasaval mar minden igénynek megfelels
segédegyenes és kor elGallithato.

Hangsulyozzuk, hogy nem tekintettiik itt a vég nélkiil folytatott felezésekkel szarmazo Gsszes egyeneseket és pon-
tokat megszerkesztettnek, hiszen végtelen sok szerkesztési lépés elvégzéséhez végtelen id§ kellene, ami nem 4ll rendel-
kezésiinkre. A szerkesztés kivitelezhetGségéhez tehat mindig sziikséges, hogy az véges szdmai lépésbdl alljon.

Lassuk még adott pontbol adott egyenesre bocsatott merdleges szerkesztését, amelyre fentebb sziikség volt. A
szokasos eljards az, hogy az adott pont koriil olyan segédkort szerkesztiink, amely metszi az egyenest. Ezutan a
kimetszett hur felez6merdlegese megadja a keresett merdlegest, mert atmegy a kor kozéppontjan, vagyis az adott
ponton. A segédkor helyett most adott sugarral kell kort rajzolni. Erre hasznalhatjuk a derékszog egyik szaran levs
szakaszt. Ha az azzal rajzolt kor nem metszi az egyenest, akkor az adott szakasz tobbszoroseit szerkesztjiik meg, amig
egy akkorahoz nem jutunk, amelyik méar nagyobb, mint az adott pont tavolsiga az adott egyenestdl, és ezt hasznaljuk
segédkor sugaraul (4. abra).

T / /
4. dbra

Ajanljuk az olvasonak, hogy még néhany egyszerti szerkesztésen (pl. szogmasolas, szogfelezés, adott szakasz mint
oldal f6lé négyzet szerkesztése, korhoz kiviil fekvs pontbol érint6 szerkesztése stb.) probalja ki, hogyan lehet azt a most
megengedett 1lépésekbdl Gsszetenni.

Mindjart hangstlyozzuk azt is, hogy mindaz, amit eddig elmondottunk, nem azt jelenti, hogy ezutan, ha szerkesz-
tiink, nem szabad taldlomra alkalmas segédkdrt, segédegyenest hizni, pontot kijelolni, hanem egy elére megrajzolt
derékszogbdl és szakaszbol kiindulva kell mindig a segédelemeket szerkeszteni.

Szerkeszteni természetesen tovabbra is ugyanigy fogunk, mint eddig tettiik, a fenti meggondolasoknak az az értelme,
hogy ha csak egyszer vesziink segitségiil két merdleges egyenest és az egyiken egy pontot, akkor is mar megszerkeszthet-
jikk mindazt, amit akarhany tetszés szerint valasztott segédpont, segédegyenes és segédkor segitségével szerkesztiink.
Ennek a tényleges keresztiilvitele bonyolitana a szerkesztést, viszont ha az dsszes lehetséges szerkesztéseket akarjuk
attekinteni, akkor ez konnyebb, ha csak az emlitett 3 segédelemet kell szaimba venni, mintha akdrmennyi el6fordulhat.

Hasonlé a helyzet, mint a haromszogvonalzokkal, amelyeket gyakran alkalmazunk parhuzamosok, merdlegesek
megrajzolasahoz, 30°, 45°, 60°-o0s szogek elGallitasahoz. Igaz, hogy a megengedett szerkesztési lépések kozott ezek
egyike sem szerepel, de mindaz, ami haromszogi vonalzéval meghiuzhaté, megszerkeszthets korzével és vonalzoval is.
Igy haromszogvonalzo hasznalataval sem szerkeszthetd meg mas, mint ami euklideszi értelemben megszerkeszthetd.

Mindjart valtozik a helyzet, ha pl. a korz6t sem igényl6 szerkesztéseket vizsgaljuk. Akkor mar csak kdzonséges,
un. egyéld vonalzot hasznalhatunk (amivel tehat méast nem tehetiink, mint egy éle mellett egyenest hizunk), azon-
ban haromszogeket nem, mert az azokkal végzett szerkesztéseket (merdleges, parhuzamos, a fenti nevezetes szogek)
haromszog nélkiil csak tgy tudjuk elvégezni, hogy korzét is hasznalunk.

Attériink szamokra

5. Geometriai alakzatok szemléletesek, azonban sokkal nehezebb kozottiik altalanos modszereket taldlni, mint
szamok kozott. A geometriai szerkesztések érdekességét példaul éppen az adja meg, hogy szinte minden feladat 4j
otleteket kivan, ritkan lehet els6 latasra tudni, hogy milyen uton lehet egy feladatot megoldani. Ha azonban sehogy sem
boldogulunk, akkor a szamokhoz fordulunk segitségiil, kiszamitunk egy szerkesztendd adatot, és a szamitas eredményét
szerkesztjiikk meg ugy, hogy a kiszamitas kézben végzendd miveleteket igyeksziink szerkesztéssel kovetni.

Még inkabb kivanatos tehat a szdmok nyelvére atiiltetni a kérdést akkor, amikor az Osszes lehetséges szerkesztések
felsl igyeksziink tajékozodni. Ehhez a segitségiil vett meréleges egyenespart és az egyiken kijelolt szakaszt] mindjart

3Ha az adatok kozott szerepel legalabb. két pont, akkor persze célszerti két adott ponton atmend egyenest és az egyik pontban erre
emelt mer6legest valasztani ki.



felhasznalhatjuk koordinata-tengelyeknek és tavolsagegységnek. A tovabbiakban minden tavolsdg mérszamat ezzel az
egységgel mérve értjiik.

Ezutan mar pontot, egyenest, kort szdmokkal tudunk helyettesiteni: Egy pontot a két koordinatajaval, tehat
két szakasz, elGjellel ellatott, mérészamaval jellemezhetiink. Egy egyenest az egyenletével jellemziink a koordinata-
geometridban, egy ilyen egyenletet azonban még sokféle alakra lehet hozni, hiszen tetszés szerint végigszorozhatjuk
egy szadmmal. Ha y szerepel az egyenletben, akkor példaul irdnytényezds alakra hozhatjuk az egyenletet

y =mz + b.

Itt b, az y-tengelybdl lemetszett rész, kozvetleniil leolvashatd, m-et pedig dgy kaphatjuk meg, hogy az origdén &t
parhuzamost hizunk az egyenessel, majd az x tengelyen felmért egység végpontjaban a tengelyre merdlegest allitunk.
Ezen a merélegesen a parhuzamos egyenesig terjedd szakasz mérdszama elGjellel véve adja az egyenes irdnytangensét,
m-et (5. abra.).
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5. dbra

Héatra van még az az eset, ha y nem szerepel az egyenes egyenletében. Ekkor az egyenlet
rT=a

alakra hozhato, az egyenes parhuzamos az y tengellyel, és attol mért (elGjeles) tavolsaga a. Ekkor az egyetlen a szdmmal
jellemezhetjiik az egyenest.
6. Végiil egy kor egyenlete mindig

(1) 2> +y* +hr+ky+1=0

alakra hozhato, igy a h, k, | szdmharmassal egyértelmtien jellemezhet§ a kor. Kérdés azonban, ha adva van egy
kor, ismertnek tekinthetG-e ezzel h, k, [ is, vagyis megszerkeszthetGk-e a h, k, illet6leg | mér&szamu tavolsagok, és
megforditva, ezekbdl a tavolsagokbol a kor elgallithato-e a korzs és vonalzoé megengedett modon vald hasznalataval.

A masodik kérdés az analitikus geometriaban is felmeriil, és ugy oldjuk meg, hogy az (1) egyenlet atalakitasaval
kiolvashatova tessziik a kozéppont koordinatéit és a kor sugarat:

o) ) 0

A K kozéppont koordinatai innen 575 és az OK szakasz megadja a

A > (k)
— — avolsé is. A = — -] =1
(2) +<2) tavolsagot is. Az r <2> +<2)

megszerkesztéséhez, megszerkesztjiik még a +/|l| értéket. Ezt az 1+ || 4tmérsji félkorben az atmérs egyikvégpontjatol
1 tavolsagban az atmérdre emelt merdlegesnek a korivig terjeds darabja meéri (a 6. abran OC').
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6. dbra

Megszerkesztését megkonnyitettiik azaltal, hogy a tengelyeket hasznaltuk merélegesekiil.
Most mar aszerint, hogy [ pozitiv, vagy negativ, a sugarat az

r=+vOK?—-0C?, illetsleg r=+OK?+ 0C?

Osszefiiggésbodl Pythagoras tétele alapjan szerkeszthetjiik meg. Az O koriil OC' sugarral rajzolt kor az elsé esetben az
OK-ra mint atmérdre rajzolt félkorbdl (6. abra), a masodikban az O K-ra az O-ban emelt merélegesbdl, a keresett kor
egy P pontjat metszi ki (7. dbra).

/

7. dbra

Ezutan a kor mar megszerkeszthets.

A
Ha [ pozitiv és OC > OK, <vagyis ha [ > (5) + <§) ), akkor a szerkesztés nem végezhet el, de (2)-ben is

negativ szam all az egyenlet jobb oldalan, s igy nincs is olyan z, y szdmpar, amelyre az egyenlet teljesiil, vagyis az
egyenletnek nem felel meg kor.

Forditva, ha egy kor van adva, akkor elgszér megszerkesztjiik kdzéppontjat. Ennek kétszeres koordinatéi mindjart
megadjak h-t és k-t is, |-t pedig a 6., illetSleg 7. dbra szerkesztésének ellenkezd irdnyban valé kovetésével kapjuk,
aszerint, hogy O a koron kiviil vagy beliil van. Az elébbi esetben ! pozitiv, utobbiban negativ. (Az E-n és C-n atmend
felkor kozéppontjat a C'E szakasz felez6 mer6legese metszi ki az x tengelybdl.)

A szerkeszthetdség ismérve

7. Ezzel eljutottunk ahhoz, hogy a szerkesztés kiinduldsdhoz szolgald adatokat szdmokkal tudjuk helyettesiteni:
minden pontot egy (x;y) szampérral; egy egyenes vagy egy (m;b) szamparral (ha az egyenes metszi az y tengelyt),
vagy egy a szadmmal ‘%ha parhuzamos az egyenes az y tengellyel); végiil minden kort egy (h;k;l) szamharmassal
helyettesithetiink, aho

h

2 2 B 2 £ 2
4A fentiekben csak az [ > (§> + (5) esetet zartuk ki, azonban az [ = | =

2 + 3 annak felel meg, hogy a sugar hossza O,

vagyis a kor a kézéppontjara zsugorodik 6ssze. Ha tehat tényleges korbél indultunk ki, akkor ez sem fordulhat el6.



R\?  [(k\®
l i r
<(3) +(z)-
ha valoban korbél indultunk ki.

Szerkesztési lépések alkalmazésa djabb pontokhoz, egyenesekhez, korokhoz vezet, vagyis — a szamok oldalérol nézve
a kérdést — ahhoz, hogy a kiindulési szaAmadatokhoz hozzavesziink jabbakat, a megszerkesztett elemek jellemzGit. Azt
vizsgaljuk meg, hogyan keletkeznek ezek az 1uj szamértékek az alapadatokbol. Ehhez elég azt megvizsgalnunk, hogy
az Ot alapszerkesztés milyen Gjabb szamadatokat eredményez, hiszen minden szerkesztés ezek ismételt alkalmazasabol
tevodik Ossze.

1. alapszerkesztés az (x1,y1), (x2,y2) pontokon atmend egyenes egyenlete, az x1 # 2,

— y2_y1(
T2 — I

(yz—y1 yz—y1>
=
ro — I To — T

szampar jellemzi. Ha pedig z; = x2, akkor az 0sszek6ts egyenes egyenlete

Yy x— 1)

alakban irhato, tehat

T =T,

igy az z1 szammal jellemezziik az egyenest. Az 0j adatok tehat alapmiiveletek (kivonés, szorzas, osztas) segitségével
szamithatok ki a régiekbdl.
2. alapszerkesztés. A két egyenes egyenlete egy-egy els6foku, kétismeretlent egyenlet. Ezek koézos megoldéasa adja a
metszéspont koordinatéit. Elséfoka egyenlet-rendszer megoldésa ismét kiszamithaté a négy alapmiivelet segitségével.
3. alapszerkesztés. Ha a kozéppont koordinatai (u;v) a sugér r, akkor az (1) alakd egyenlet egyiitthatoi

2

h=—2u k= —2v, l=u?+0% —r?

)

tehat ismét kiszamithatok az alapadatokbéﬁ a négy alapmivelet segitségével.
Vegyiik most elére az 5. alapszerkesztést. Legyen az egyenes és a kor egyenlete

pr+qy+r=0,
>4y +hr+ky+1=0.
Az egyenes egyenletét itt ugy értjiik, hogy ha y tényleg szerepel az egyenletben, akkor p, g, r az 1, —m, —b értékeket
jelenti, ha nem szerepel, akkor a 0, 1, —a értékeket, ahol m és b, illet6leg a az egyenest jellemzd szamadatok.
Ha az els6 egyenletbdl x-et vagy y-t a mésodikba helyettesitjiik, a masik ismeretlenre egy masodfoku egyenletet

kapunk. Anélkiil, hogy a szamitast részleteiben elvégeznénk, tudjuk, hogy a megoldasok, ha megoldhaté a masodfoku
egyenlet (a valos szamok korében), ilyen alakban irhatok:

S:I:\/Z,

hol s és t az adatokbol négy alapmivelettel kiszamithaté szamok. (Az oldo képletben szerepls osztot is mar s-be
beleolvasztva, illetéleg, a gyokjel ala bevive gondoljuk.) Itt tehat kiléptiink az alapmiiveletek korébsl, amennyiben
nyilvan azokon kiviil négyzetgyokvonéasra is sziikségiink volt. A masik ismeretlent ezutdn mar az elséfoka egyenletbdl
szamithatjuk, s igy az djra

(3) u+ oVt

alakban adodik, ahol u és v mar ismét az adatokbol négy alapmivelettel kiszamithaté szamok, ¢ pedig ugyanaz a
mennyiség, amely az els6 ismeretlen kiszdmitasdban szerepelt.
Végiil a 4. alapszerkesztés esetében legyen a két kor egyenlete

x2+y2+h1x+k1y+llzo,
22 + 4% 4 hox 4 koy + 1o = 0.

A kettd kiilonbsége elséfoku egyenletet ad:

(hl — hQ)I + (kl - kg)y + (ll - lg) =0.

5A ,2” szorzo6 itt nem mint ismert adat lépett fel, viszont tekinthetjiik 2u-t és 2v-t is az u 4 w, ill v + v Osszegnek. Hasonléan u2, vz, r?

irhat6 u-u, v-v, r-r alakban, tehat szintén alapmivelettel szamithato ki. (Egyébként a ,,2”-t mint az egységszakasz kétszeresét alapadatnak
is tekinthetndk.)



A metszéspontok koordinétait ezutan pl. mint az els§ és harmadik egyenletbdl 4ll6 rendszer megoldasait kereshetjik,
és ezek, mint az el6bbi esetben, itt is (3) alakuak lesznek.

8. Azt lattuk tehat, hogy az alapszerkesztések nem vezethetnek el akidrmilyen adatok megszerkesztéséhez, csak
olyanokhoz, amelyek az alapadatokbol alapmiiveletekkel és négyzetgyokvonassal szamithatok ki. Mivel Osszetettebb
szerkesztések is az alapszerkesztések ismételt véges szamu alkalmazasara vezethetSk vissza, igy azt nyertiik, hogy
csak olyan adatok szerkeszthetdk meg, amelyek az alapadatokbol a négy alapmivelet és négyzetgyékvonds véges sokszori
alkalmazdsdval kiszamithatok.

Ezzel maris nyertiink bizonyos attekintést, a korzdvel és vonalzoval végezhets szerkesztéseken, és mindjart felme-
riil a kérdés, hogy vajon minden ilyen médon kiszdmithatd szdmhoz megszerkeszthets-e egy tavolsag, amelynek ez a
mérdszama. Erre a kérdésre konnyen adodik az igenld valasz, és ez tartalmazza a 2. pontban felhasznalt allitasokat
maésodfoki egyenlet gySkeinek szerkeszthetGségérsl, ha az egyiitthatok szerkeszthetsk, tovabba szerkeszthets adatok-
bol négy alapmiivelettel 6sszetevdds egyiitthatéd szerkeszthetGségérsl. Barmilyen bonyolultan is tevédik 0ssze ugyanis
egy szam a megengedett miiveletekbdl, kiszdmitasahoz mégis véges szamu lépést és minden egyes lépésben csak az
Osszeadas, kivondas, szorzas, osztas vagy négyzetgyokvonés valamelyikét kell végezni adott, vagy mar elézbleg kisza-
mitott mennyiségek kozott. A kérdés eldontésére tehit elegends azt megmutatni, hogy ezeknek a miiveleteknek az
eredményei megszerkeszthetdk.

Két adott tavolsagbol, a-bol és b-bol, Gsszegiik és kiilonbségiik megszerkesztése nem igényel kiillonosebb magyara-
zatot.

A szorzatot és a hanyadost megszerkeszthetjiik az egységnyi tavolsig felhasznalasaval pl. a kovetkezé modon.
Legyen OF az egységnyi szakasz az x tengelyen. Mérjiik rad az OA = a tavolsagot az y tengelyre, az OB = b tavolsagot
az = tengelyre. A keletkezs hasonlo haromszogekbdl leolvashato (8. dbra), hogy a B-bol EA-val parhuzamosan hazott
egyenes a szorzat végpontjit, az E-bdl AB-vel parhuzamosan hizott pedig a hanyadosét metszi ki az y tengelybdl.

8. dbra

Belathato, hogy a tavolsdgokat elGjel figyelembevételével mérve fel a tengelyekre, a miiveleti eredmények is helyes
elGjellel adédnak, de megtehetjiik azt is, hogy a szerkesztést a tavolsdgok abszolut értékével végezziik, és kiilon vessziik
figyelembe az elGjelet.

Hatra van még egy pozitiv tavolsag négyzetgyokének megszerkesztése, ezt azonban a kor jellemzésével kapcsolatban
maér el is mondtuk, hogy torténhet.

A fentebb nyert feltétel tehat nemcsak sziikséges, hanem elégséges is ahhoz, hogy egy szamadat szerkeszthetd
tavolsdg mértékszama legyen.

TETEL: Egy tdvolsdg akkor és csak akkor szerkeszthetd meg kirzd és vonalzo segitségével, ha mértékszima kiszd-
mithato az alapadatokbol csupan a négy alapmivelet és négyzetgyokvonds véges szamu alkalmazdsdval.

Ezzel meg is talaltuk a szerkeszthet6ség keresett kritériumét. Cikkiink folytatasaban a szogharmadolas kérdésén
megmutatjuk, hogyan alkalmazhato ez a tétel, ami még joval t6bb nehézséggel jar, mint els6 latszatra gondolnank.



