SzélsGeértékfeladatok altalaban a differencidlszamitas segitségével oldhaték meg. Ez azonban jelenleg nem anyaga
a kozépiskolanak. Néhany példat szeretnénk mutatni arra, hogy sokszor reménytelennek latszé szélsGértékfeladatok
mégis megoldhatok a differencidlszamitas nélkiil is, tehat elemi dton.

1. Adva van egy a, b féltengelyt ellipszis. Irjunk bele olyan haromszogeket, melyeknek egyik csiicsa a kistengely
végpontja, a szembenfekvs oldal pedig a nagytengellyel parhuzamos. Melyik koéziiliik a legnagyobb tertiletd? (1. abra)
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Tudjuk (lasd a III. gimn. tankényv 1953. 247. old.), hogy az ellipszis megadhaté a kovetkez6 paraméteres egyen-
letrendszerrel:
x = acost, y = bsint (—m <t<m).

Igy a 2. abra szerint a folrajzolt haromszog keriilete:
(1) T = acost(b—bsint) = abcost(l — sint).
A T figgvénye t-nek. Az értelmezési tartomany
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Nyilvanvaloan tekinthetjiik a _b> fiiggvényt, ennek ugyanazon a helyen van szélsGértéke mint T-nek, hiszen T’
a

a jelzett intervallumban nem negativ, tehat:
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(2) y = <%> = cos? (1 —sint)?® = (1 — sin®t)(1 — sint)®

Ennek a komplikalt trigonometriai fliggvénynek kell mar most a szélsGértékét (jelen esetben a maximuméat) meghaté-
rozni. Bontsuk fel tényezdkre:

(3) y=(1—sint)(1+sint)(1 —sint)(1 — sint),
szorozzuk meg a fiiggvényt egyelére hatarozatlan m és n pozitiv konstansokkal, ekkor nyerjiik a
4) z=mny =m(l —sint)n(l+sint)(1 —sint)(1 — sint).

A z figgvény maximumdanak meghatarozasa mar sikeriilni fog. (Nyilvan az y maximuma ugyanott van.) A négy
tényezd Osszege ugyanis

(5) (n—m—2)sint+m+n+ 2.
Ez az Osszeg t-t6l fliggetlen, ha

(6) n=m+2.

all, allando, a tagok szorzata akkor a legnagyobb, ha mind egyenl6k, tehat jelenleg, ha

(7) m(1l —sint) = 1 —sint, n(l+sint) =1 —sint.



(7)-b6l és (6)-bol

1 —sint
m =1, n= ————=
1+sint
kovetkezik. Ez utébbibol )
4sint = -2, sint:—§, és igy t = —30°.

A keresett maximalis teriiletdi haromszog cstucspontjai tehat

Szamitsuk ki a maximum nagysagat is:

av3 3b 3v3

Tmaz = 5= 5 = b=
Az ellipszis teriilete abm 1évén, a két teriilet ardnya
33 0,413.
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Megjegyezziik, hogy ebben a feladatban egyszertibben is célhoz juthatunk a kor és ellipszis kozotti affinitas felhasz-
nalasaval.

El6szor is konnyd belatni, hogy egy adott korbe irt haromszogek koziil a szabalyos haromszog a legnagyobb teriiletd.
Tekintsiink ugyanis egy korbe irt ABC haromszoget, amelynek nincs 60°-os szoge (3. dbra).

3. dbra

Ennek legalabb egyik szoge pl. a 5 szoge kisebb 60°-nal. Ha a 3 szbget alkoto kisebb oldalt (Abrankban az AB-t)
rogzitjiik, és a C csticspontot a koron eltoljuk, amig BC” az AB oldallal 60°-os szdget zér be, akkor az igy nyert ABC'x
teriilete nagyobb, mint az ABCx teriilete, mert a k6zos AB oldalhoz tartoz6 magassig az el6bbiben nagyobb mint

az utobbiban, lévén BA < BC, és az AC < AC' = 120°. Ha az ABC/s-ben az AC’ oldalt rogzitjiik, és a B pontot a
koron eltoljuk B’-be tgy, hogy B’ az AC’ oldalt merdlegesen felezd egyenesbe essék, akkor a B'A = B'C’, és igy az
AC’ B egyenl6szara haromszogben az AC’ alapnal felvett szogek egyenldk, és mivel a B'-nél fekvd szog, mint keriileti
sz0g, 60°-0s, azért az A és C” csiicsokban fekvs szogek is 60°-osak, vagyis az AB'C'y szabalyos, és azonfeliil az AB'C'y
teriilete nagyobb mint az ABC's teriilete, mert a kozos AC” oldalhoz tartozo magassig nagyobb az el6bbiben mint az
utobbiban.

Tehat bdarmelyik, korbe irt, hAromszogrol, amelynek nem minden szége 60°-os, legfeljebb két 1épésben kimutathato,
hogy teriilete kisebb a korbe irt szabdlyos haromszog teriileténél.

Ismeretes, hogy valamely sikidom teriilete és az affin idom teriiletének ardnya allandoé (jelen esetben ez kozvetleniil
leolvashato). Tehat, ha valamelyik sikidom teriilete a korrendszerben maximalis, akkor a megfelels idom teriilete
az ellipszis rendszerben is maximalis. Ha az ellipszis f6korébe irunk szabalyos haromszoget, melynek egyik cstcsa a
(0;a) pont, akkor a szembenfekvs oldal felezi a (0; 0), (0; —a) végponta f6korsugart, és igy az affinharomszog egyik
csucspontja a (0; ), és e ponttal szemkozti oldal felezi a (0; 0), (0; —b) végpontu ellipszis féltengelyt. Tehat a maximalis

teriiletd haromszog masik két csiicspontja:
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2. Tekintsiik az 22 — y?> = 1 egyenls oldala hiperbola = > 0 agat, melynek az 2 = a > 1 egyenessel levagott
szegmentumaba téglalapokat irunk, melynek kézépvonala az x tengelyre esik (4. abra).
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4. dbra
E téglalapok koziil melyiknek a teriilete a legnagyobb?
Nyilvan
(8) T =2yla—z)=2va%—1(a—x).
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Tekintve az y = <5> fiiggvényt

y=(x—1)(xz+1)(a—2x)(a—x).

A négy tényezGs szorzat maximumanak kiszamitasat kiséreljiik meg az el6bbi modszerrel. Az elsé tényezdt m-mel,
a méasodikat n-nel szorozva, a tényez6k Osszegébdl akkor esik ki z, ha

(9) m+n—2=0,
és akkor lesz még egyenld is a négy tényezs, ha
(10) m-(x—1)=a-—zx, n-(x+1)=a—x.

(10)-bol m-et és n-et (9)-be helyettesitve

a—x a—x

x+1+x—1_2:0’
azaz
2:102—@:6—1:0,
ahonnan
_a++Va*+38
&=

Ezen a helyen van maximum. Ezen értéket (8)-ba helyettesitve, megkapjuk 7' maximalis értékeét.
3. Igen érdekes feladat a kdvetkezs. Az ellipszis mely pontja van a kis tengely végpontjatol a legnagyobb tavolsagra?
(5. abra)

5. dbra



Ismét az elsé feladatbeli paraméteres egyenletrendszert hasznalva, és mindjart a d tavolsag négyzetet tekintve
f(t) =d?> =a?cos®t + (bsint — b)* = a®(1 — sin®t) + b2 (sint — 1)* =
= (b* — a*)sin?t — 2b%sint + a® + b*.
Mint ismeretes a? — b? = ¢2, ahol ¢ a linearis excentricités.

Tehat
ft)= —cZsin?t — 2b%sint + a® + b = 0.

Ez sin t-ben masodfoku fliggvény, amelynek az ismeretes képlet szerint

b2
sint = 2
helyen van maximuma.
Itt 3 esetet kell megkiilonboztetni.
1. eset: b > ¢, akkor ,
sint = 2 < -1,

és igy ilyen t érték nincs. Maga a fliggvény az értelmezési tartoméanyban folyton csokken, s igy legnagyobb az értéke

T
az intervallum elején —§—nél, ahol

f (_Z) =d* = —c* +2b% + a® + b* = 4b%,

tehat
dmaz = 2b7

azaz a kistengely masik végpontja van a legtavolabb.
2. eset: b = ¢, ekkor

sint = —1 vagyis t=—§.
Ez tehat ugyanarra az eredményre vezet, mint az 1. eset.

3. eset: b < c. Most létezik olyan ¢, melyre
. b?
sint = @
és erre lesz fliggvényiinknek maximuma. Szamitsuk ki mekkora ez:
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Tehat a mértani kozéparanyos c és dp,q. kOzOtt.
Ugyanez a feladat érdekes modon megoldhato egészen mas gondolatmenettel is. (Lasd a jelen szamban kittizott
820. feladatot.)



