(2. befejezd kozlemény)

Most ratérek Rados elemi geometriai dolgozatainak ismertetésére.

Ha adva van n pont a sikban, kossiik 6ket minden lehetséges modon Gssze, amint az (n = 7 esetére) az 1. abran
lathato, akkor az ismert — legkiils6 —sokszogon kiviil az atlok is meghataroznak egy vagy tobb n-szoget. Ezeket alakjuk
miatt csillagsokszogeknek nevezziik.

1. dbra

A csillagsokszog, amint neve is mutatja, geometriai fogalom, de pontosan definidlni csak egy fontos szamelméleti
fogalom segitségével lehet. Nevezziik az n pozitiv egész szamnal kisebb, és hozza relativ prim pozitiv egész szadmok
szamat ¢(n)-nek. Ha tehat pl. n = 10, akkor a nala kisebb és hozzé relativ prim pozitiv egész szdmok 1, 3, 7, 9.
Osszesen 4 ilyen van, tehat ¢(10) = 4. Azonnal beldthat6, hogy ha n valamely p torzsszimmal egyenls, akkor

op)=p—1,

hiszen a torzsszam minden, nala kisebb egész szamhoz relativ prim. Hatha valamely p torzsszam hatvanya? Nyomban
lathato, hogy pF-val kozos osztoja csak a p-vel oszthaté szamoknak van, ezek

p.2p,3p,...,p" 'p,

ennélfogva
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A ¢(n) fiiggvény csak pozitiv egész szamokra van értelmezve; az ilyen fiiggvényeket szamelméleti fiiggvényeknek
nevezziik. A p(n) szamelmeéleti fliggvény nevezetes sajatsaga, amit itt csak bizonyitas nélkil kézliink, ha m és n relativ
prim szamok, akkor

p(mn) = p(m)e(n).
Ennek alapjan konnyd barmely n szamra ¢(n) meghatéarozéasa, ha n torzstényezdre valo felbontésat ismerjiik. Ha
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ahol p1, po, ..., p, kiilonb6z6 primszamok, akkor

o(n) = o@f)e(Ps?) ... o(p)") =
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hiszen két kiilénb6z6 prim szdm mindig relativ prim.
E kis szamelméleti kitérés utédn visszatériink a geometriai feladatra.
Ha a kor keriiletét a
0,1,2,....,n—1



szamokkal jelzett n egyenld részre osztjak, szabalyos n-szoget hataroznak meg, ha azonban ezeket a pontokat minden

lehetségés modon Osszekotjiik, nemesak egy, hanem szamu szabalyos sokszoget kapunk, amint ezt n = 7 eseté-

ben az 1. dbra mutatja. Az ,atlok™-kal meghatarozott, az abran kisraffozott sokszogeket hivjuk ecsillagsokszdgeknek,
abrankon a harom szabalyos hétszog

(5) 0123456; 02461 35; 036251 4.

A 0k hur ugyanis egy szabalyos n-szog oldala, ha (k,n) = 1, de mivel a 0k és On — k hurok ugyanazt a sokszoget
n

hatarozzak meg, azért szdmuk, amint mar emlitettiik, M Az (5) sorozatban tehat az els6 az ismert kbézonséges,

szabalyos sokszog, a masik kett6 pedig a csillagsokszog. Maga a csillagsokszog egy, az adottal koncentrikus kor koriil irt
érintGsokszog, mert a Ok hurok egy-egy kor érint6i. Rados a kovetkezd kérdésbdl indul ki: Osszuk fel a kor keriiletét 3
egyenld részre, akkor, amint az a 2. 4brarol kozvetleniil leolvashato, a beirt és a korilirt haromszdg terileteinek aranya
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2. dbra

Ez raciondlis szam. Ha I3 jelenti a beirt, Cs5 a koriilirt szabalyos haromszog teriiletét — és altalaban I,, a beirt és

C,, a koriilirt szabalyos n-szog teriiletét — akkor
I3 1

Cy 4
A beirt és korilirt négyzetek teriileteinek ardnydra is hasonlo tétel érvényes, mert, amint ez a 3. abrabol kozvetleniil
vilagos

Iy 1
c, 2
tehét szintén racionalis.
\\
3. dbra
A szabalyos hatszogre
Is 3
Ce 4

szintén racionalis, de ennek bizonyitasa valamivel bonyolultabb (4. abra).

LRADOS G.: Adalék a szabalyos sokszdgek elméletéhez. Math. és Termtud. Ert. 22., 1904. 66-68 old. — Beitrag zur Theorie der reguliren
Vielecke. Math. u. natw. Berichte aus Ungarn, 22. 1904. 1-12. old. — Ugyanez francidul: Rados G.: Contribution a la théorie des polygones
réguliers. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 49., 1925. 1-4. old.

A tételt azonban méar ezen kozlései el6tt ismerte. E sorok irdja az 1900/01 tanévben hallgatta Rados szdmelmeéleti eladasat, melyben a
csillagsokszogekrol szolo, a szovegben targyalt tételeket is elGadta.



Legyen O a kor kdzéppontja, PR a beirt hatszog valamely oldala és Q a koriilirt hatszognek P és R kozé esé cstcsa,
az OPR egyenl6oldalu haromszog kozéppontja S. Minthogy az OS, PS, RS egyenesek egyszersmind szogfelez6k, azért
az OPQR négyszog a négy egybevagd PQR, PSO, RSO, PRS haromszogekre bomlik szét. Ennélfogva

%Iﬁ —3PRS  és %06 — 4PRS,

és ebbdl kovetkezik a fenti egyenlGség.
Ha azonban a kor keriiletét 5, 7, 8, 9, 10, .. . egyenls részre osztjuk, ez az ardny sohasem racionélis. Radosnak mégis
sikeriilt altalanositani a 3, 4, és 6-sz0g esetében fennall6 tételt a kovetkezé modon:

Ha a korbe irt #(n)

szamu szabdlyos sokszdg terileteinek dsszege 1, €s a kor koril irt szabdlyos n oldali sokszog

I
terilete C,,, akkor az C_c hanyados mindig raciondlis és értéke
n

I_n N o(n) + ey
C, 4

ahol €, egyenld 0-val, ha n-nek van az 1-t6l kiilonb6z6 teljes négyzet osztdja; ha nincs, akkor €, egyenlsé +1 vagy —1,

aszerint, amint n kiilonb6z8 prim szamtényezdinek szdma paros vagy paratlan.

Az eddigi 3, 4, 6-ra bizonyitott tételek csakugyan ennek a tételnek specialis esetei, mert ¢(n) mindharom esetben

. p(n) +en 113
2, igy csak egy-egy szabalyos sokszog van, tovabba €3 = —1, ¢4 = 0, g6 = +1, és igy — 1 a kivant 7721
értékeket adja.

Rados tételének bizonyitasa aranylag elemi, és f6leg a figyelembe veendd teriiletek meghatarozasabol all, ami elemi
trigonometriai aton lehetséges, de egy lényeges helyen igénybe vett fels6bb segédeszkozoket, gy, hogy ismertetésétsl
el kell tekintenem.

Rados még egy tovabbi dolgozatébarE foglalkozik a szabalyos sokszogekkel. Itt is a 3, 4, és 6 oldala sokszogon
tapasztalt torvényszertiséget, terjeszti ki szellemesen, a csillagsokszogek segitségével tetszoleges oldala szabalyos sok-
szogre.

Az egységsugaru, korbeirt szabalyos n-szog oldalat a,-nel jelolve, amint azt jot tudjuk,

™ 3% T 2%
a3=2sin§= -723%, a4=2sinZ= -722%,
. 1
a6:2sm—:2-§:1.
Eszerint
ag =3, ai =2, mig a% =1.
Szabalyos 5-, 8 és 12-sz6gre mar nem adodik ilyen egyszerd eredmény:
52 (52 — 1
=260 22 ) @2—2-9b a2, —2-3t,

Rados azonban {igyes fordulattal szdmbaveszi a csillagsokszogeket is. Ezekbdl 5, 8 és 12 oldalu csak egy-egy van.
Ezek af, aj, ill. a}, oldalaira

52(5% +1
a/;;M a’ =2+23, ahy? =2+433,

2RADOS G. Adalék a szabalyos sokszogek elméletéhez. Math. és Termtud. Ert. 41.,1924., 109-114. old. — Contribution a la théorie des
polygones réguliers. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 49., 1925. 1-4. old. féleg a 3. és 4. oldalan.



és igy
(a 7\2 o 5 1\2 _ 2 1 \2 o 1
5a5)” =5, (agag)” = 2, (a12a3,)” = 1.

Ebbgl Rados a kovetkezé altalanos tételt olvassa le, és be is bizonyitja:

Az egységkdrbe irhato kilonbozd szabdlyos n-szégek (betudva a csillagsokszogeket is) oldalai mérészamainak négy-
zetével alkotott szorzat p-vel egyenld, ha p az egyetlen primszdm, amellyel n oszthato és 1-gyel egyenld, ha n egynél
tobb primszdmmal oszthato.

A bizonyitas ismertetésére itt szintén nem térek ki.

Rados egész elemi geometriai problémakkal is foglalkozott. O is adott példaul egy bizonyitasiﬁ arra az ismert
tételre, hogy a hegyesszogi haromszogbe beirt haromszogek koziil (amelyeknek egy-egy cstcsa az adott haromszog
egy-egy oldalan van) a magassagi talppontok haromszogének van a legkisebb keriilete.

Teljesen az elemi analitikus geometridhoz tartozik Radosnak a kovetkez6 oregkori vizsgalata a kor egyenletérﬁlﬂ
Ha 3 pont p;(i = 1,2,3) koordinatai z;, y;, akkor konnyen lathato, (a bizonyitast az olvaséra bizom), a 3 ponton
atmené kor egyenlete a kovetkezs alakban irhaté:

$2+y2, z, Y, 1
(6) k(l’ )_ x%—’—y%axluylul -0
Y ‘Ig_'—y%vIQay?al ’
33%"’93%7333,93,1

hacsak a k(z,y) determinans elsé soranak elemeihez tartozé aldeterminansak nem mindannyian a 0-sal egyenldk,
amikor az egyenlet a semmitmond6
0=0

azonossagba megy at. Rados kimutatja, hogy ez az eset akkor és csak akkor kévetkezik be, amikor a kér meghatdrozdsdra
megadott 3 pont kozil legaldbb kettd dsszeesik, minden egyéb esetben (6) valdsdgos egyenlet.

A bizonyitast bemutatom, hasznos gyakorlat lesz a determinansokkal valo szamoléasban.

Ha a k(z,y) determinans els sorahoz tartozo aldeterminansok mindannyian 0-sal egyenlSk, akkor persze az els6
sor els6 eleméhez tartozo aldeterminéns is 0, tehat

Z1, Y1, 1
2, Y2, 1| =0.
x3, Ys, 1

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a harom P; pont ugyanazon az egyenesen fekszik.
Ha a harom pont egybeesik, nincs mit bizonyitanunk, ha van koztiik két kiilonb6z6, akkor a kérdéses egyenesnek
egyenlete ax + by + ¢ = 0 alaku, ahol a és b koziil legalabb az egyik nem 0. Ha pl. b # 0, akkor az egyenlet a

(7 y=mz+b

alakban is irhaté. (Ha b = 0, akkor csak = és y szerepét kell megcserélni.)
Mivel (6)-ban az elsé sor minden eleméhez tartozo aldeterminéns, igy a harmadik elemhez tartozo is, vagyis —
tekintetbe véve, hogy a P; pontok koordinatai kielégitik a (7) egyenletet — azt kapjuk, hogy

95%-1—9%,:101,1 x%+m2x%+2mbx1+b2,x1,1
$§+y§,x2,1 = x§+m2x§+2mbx2+b2,x2,1 =0.
3+ y3, a3, 1 x5 +m2as+ 2 mb as + b% 3, 1

vonjuk le a masodik oszlop. 2mb-szeresét és a harmadik b?-szeresét az elsébol. Tudjuk, hogy ezaltal a determinans
érteke nem valtozik. Ekkor az elsé oszlop minden elemében szereplé m? + 1 tényezs a determinans elé kiemelhetjiik,
és azt kapjuk, hogy
x%, 1, 1
(m? +1) |23, 29, 1| =0,
3:%, T3, 1

ami csak ugy lehet, ha a determinans értéke 0. A determinans azonban (r1 — z2)(x1 — x3) (22 — x3) alakban is irhato.
(A bizonyitast az olvasora bizom.) Igy a fenti Gsszefiiggés azt jelenti, hogy van a pontok kozott ketts, amelynek az
abszcisszaja egyenls. Mivel pedig mindkettd koordinatasi kielégitik a (7) egyenletet, ezért ordinataik is megegyeznek,
s igy a két pont egybeesik. Ezt kellett bizonyitanunk.

3RADOS G.: Egy minimum-probléma elemi targyalasa. Math. és Phys. Lapok 2., 1893. 109-117. old. — Ld. még a kovetkez§ cikket:
BERKES JENO: A talpponti haromszdgrdl. Lapunk XII., 1956. 66-72. old.

4RADOS G.: Harom pontjaval meghatarozott kor és négy pontjaval meghatarozott gomb egyenletérsl. Mat. Termtud. Ert. 60., 1941.,
1-8. old.



Rados hasonld tételt mond ki és bizonyit be a gdmbre is. Tovabbi eredményei koziil még csak egyet emlitekd. A

Tn(x) = ap + (aj cosx + by sinz) + (ag cos 2z + ba sin2z) + . ..

...+ a,cosnz + b, sinnr

alaku kifejezéseket trigonometrikus polinomoknak nevezziik. Rados réluk a kovetkezs tételt bizonyitotta be.
Ha az

ap, a1, a2, ..., an,

by,ba, ..., by
egyttthatok mindannyian egész szamok, ha tovdbbd a
To(x) =0

trigonometrikus egyenlet dsszes gyiokei valds szamok, akkor ezek mindannyian a w-nek (LUDOLF-féle szdm) raciondlis
tobbszorosei (a szoget ivmeértékben mérve).
Radosnak a felemlitetteken kiviil is szdmos dolgozata van, de targyuk kiviil esik ifja olvaséink érdeklédési korén.

*

Az eddigiekben mindig csak a matematikusrol volt sz6, aki még késé aggkoraban is dolgozott; bemutatott analitikus
geometriai tételét a kor és gdmb egyenletérsl 79 éves koradban kozolte. A réla alkotott kép nem lenne teljes, ha meg nem
emlékeznénk tudomanyos életiinkben betoltott szerepérsl, szervezs képességeirdl és a kivalod tanarrol. Nagy tekintélyét
ismételten felhasznalta arra, hogy a mindinkabb terpeszkedé fasizmus tudomaényellenes intézkedései ellen tiltakozzék,
pl. az un. ,zsidétorvény” ellen a magyar értelmiség szine-java tiltakozott, a nyilatkozat alairéi kozott talaljuk Rados
Gusztavot is. Mint a Matematikai és Fizikai Tarsulat elnoke szinte tiintetésképpen valaszttatta meg a mind jobban
térthodito fasizmus eldl kiilfoldre tavozott két fiatal els6rangi magyar matematikust (RADO TIBORt az Ohio allambeli
Columbus egyetem és NEUMANN JANOSst, a hirneves princetoni egyetem vilaghird tanarait) a Téarsulat tiszteletbeli
tagjainak.

Szélnom kell még a nagyszerd tanarrél. Emlitettem méar, hogy egész palyafutdsa alatt mint a miegyetem tanéra
miikodott. Vilagos, jol érthetd eldadéasa a hallgatosag soraban igen kedvelt volt, és nagyban hozzajarult a matematika
népszertisitéséhez a magyar mérnoki karban, egyben jelentékenyen emelte a mérnokok tudoményos szinvonalat. A mai
iddsebb mérnoknemzedék (az épitészek és vegyészek kivételével) mind az 6 tanitvanya volt. Az idGsebb kozépiskolai
matematikai tanarok is t6le tanultdk a szamelmélet és a funkcionéalis algebra elemeit. Meg vagyok gy6z6dve, hogy
minden volt tanitvinya — szdmuk tizezrekre rag — szeretettel gondol ra.

Rados Gusztavban tehat az akkor virdgzoban levs matematikai élet egyik kivalo egyéniségével ismerkedtiink meg.

SRADOS G.: Egész egyiitthatos trigonometrikus polynomok egy nevezetes tulajdonsaga. Math. és Phys. Lapok 28.,1922., 27-29. old. —
Ugyanez francidul: Sur une propriété remarquable des polynomes trigonométriques a coefficients entiers. Rendiconti del Corcolo Matematico
di Palermo. 47., 1923., 62-64. old.



