(1. kbzlemény)

A malt szédzad kozepe tajan kezd Magyarorszagon rendszeres kutatomunka kialakulni, és ennek nyomén hamarosan
szervezett matematikai élet: tarsulat, folyoirat, stb. alakul. Ennek egyik vezets személyisége volt RADOS GUSZTAV,
akinek tevékenységével ma ifju olvasdinkat megismertetjiik. Lényeges része volt a Matematikai és Physikai Tarsulat
megalapitasdban, folyoiratdnak a Mathematikai és Physikai Lapok matematikai részének kezdettél fogva 23 éven at
szerkesztGje volt. Azutan a Térsulat alelnGke, majd elntdke lett. Kora ifjusdga — 1894 — ota a Magyar Tudoményos
Akadémianak levelezs, kés6bb nagy tekintélytd rendes, majd tiszteleti tagja lett. A kolozsvari egyetem tiszteletbeli
doktorava avatta. Nem volt a matematikai életnek olyan mozgalma, amelyben — legtébbszor mint kezdeményezd —
részt ne vett volna. Az 1894-ben meginditott évi E6tvos Lorand matematikai versenyek (a jelenlegi Kiirschak Jozsef
versenyek el6djei) bizottsaganak kezdettdl fogva tagja (1913-t6l kezdve elndke) 1939-ig.

Rados Gusztav, mint a mult szdzad hetvenes—nyolcvanas éveinek majdnem minden magyar matematikusa, tanul-
ményait a Miegyetemen végezte. Nem csoda, hiszen a Miegyetemen a matematikat oly nagyszerd matematikusok
tanitottak, mint HUNYADY JENO és KONIG GYULA, akik minden tehetséget magukhoz vonzottak. Itt hamar felttint
tehetségével és szorgalmaval tgy, hogy tanulmanyai végeztével a Miegyetemen maradt, ahol igen hamar (1885-ben)
magantanar, majd, Hunyadi Jend korai halala utan, 1891-ben rendkiviili, 1893-ban pedig rendes tanar lett, és nyugdi-
jazéasaig ott is maradt. A Mdegyetem tanari testiilete tehat Rados Gusztavval, majd néhany év mialva RETHY MORral,
KURSCHAK JOzskrfel és BAUER MiHALYlyal egésziilt ki, igy tehat tovabbra is a magyar matematika centruma maradt.

Rados Gusztav munkéssdga — amint ez modern matematikusnal szinte magatol értet6ds — f6leg a fels6bb matemati-
kaba tartozik, de azért megkisérlem 6t roviden jellemezni, s6t néhény elemibb eredményét ismertetni. Munkassaganak
legnagyobb része az algebra és szdmelmélet teriiletére esik, még geometriai eredményei is tébbnyire ilyen vonatkoza-
stak.

Az algebra szén az iskolai matematika egyszertien a betiiszamtant érti. A tudomanyban hosszu ideig az

(1) apz” + a1z '+ ... 4a, =0

alaka egyenletek (az a egyiitthatok adott szamok, x az ismeretlen), az ugynevezett algebrai egyenletek vizsgalatat
értették. Ezt ma ,funkciondlis algebra”nak is szoktdk nevezni, és kétségteleniil a legszebb matematikai diszciplindk
kozé tartozik, amelybdl tobb magyar matematikus is kivette a részét. Az algebra ujabb fejlédése egészen 1j prob-
lémakoroket vetett fel a miiveletek tulajdonsigainak vizsgalataval és altalanositasival kapcesolatban. Az ilyen irdanya
rendszeres vizsgalatok megindulasaban kiilonosen EMMY NOTHER, hirneves matematikusnének volt nagy szerepe, és
tovabbfejlesztésében ma mindharom egyetemiinkon szamos magyar matematikus is jelent&s részt vesz.

Hogy a funkcionélis algebra korébe vagod kérdések sokféleségérdl is képet adjunk, néhany eredményt bizonyitas
nélkill megemlitiink. IV. osztalyosok tanuljak, hogyan lehet, ha az (1) egyenlet a; egyiitthatoi egészek, az egyenlet
racionalis gyokeit megkeresni. Ezek csak olyan tortek lehetnek, amelyeknek szamlaloja a,-nek, nevezgje pedig ap-nak
osztoja.

El6szor GAaussnak sikeriilt 21 éves koraban, 1798-ban bebizonyitania, a kovetkezd tételt, melyet az algebra alap-
tételének szokéds nevezni, és amelyet mér évszazadok 6ta igaznak hittek a matematikusok: a komplex szdmok kérében
minden algebrai egyenletnek van gyéke. Ebb6l a gyoktényezdk levalasztasa segitségével mar konnyen kdvetkezik, hogy
a tObbszoros gyokoket megfelelGen szamitva, minden egyenletnek annyi gyoke van, ahdnyad fokii.

A gyokok megkeresését megkonnyitik a gyokok nagysagara korlatot ado tételek. Egy egyszert ilyen tétel a kovetkezs:

Ha az a;-k az (1) egyenlet egyiitthatoi, és legyen az
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szamok abszolut értékei k6z6tt elfordulo legnagyobb érték M, ekkor az (1) egyenlet barmely gyokének abszolut értéke
kisebb az
M+1

értéknél.

A funkcionalis algebra legrégibb (1637-b6l szarmazo) tételei kozé tartozik a ,,DESCARTES jelszabalya” néven isme-
retes tétel, amely ismét egy szélesebb kérdéskor egyik részeredménye.

Ha egy (1) alaku egyenlet egyiitthatoi valos szamok, és az x hatvanyai szerint rendezett egyenletben két egymaésra
kovetkez6 egyiitthato elGjele ugyanaz, jelkovetkezésrol beszéliink, ha két egymasra kovetkezd tag elGjele kiilonbozd,
jelvdltds van. Descartes jelszabalya ekkor igy fogalmazhatd: Az egyenletnek legfeljebb annyi pozitiv gydke van, mint
a jelvaltasok szama, és ha kevesebb, akkor paros szammal kevesebb. Ha tehat az egyenletben csak egy jelvaltas van,
okvetlen van egy és csak egy pozitiv gyoke.

Descartes jelszabalya a negativ gyokokre is kiterjeszthets, ha z-et —z-szel potoljuk.

Irreducibilisnek hivunk egy racionélis egyiitthatés algebrai egyenletet, ha nincs valamely alacsonyabb foka racio-
nalis egyiitthatos egyenlettel kozos gyoke. Igen sok szép tétel van, amelyek az irreducibilitasra elegends feltételeket
allapitanak meg. Koziiliik csak egyet idéziink, ,, EISENSTEIN tételét”. Ha az

4 axz" '+ . 4+a,=0



algebrai egyenlet egész egyiitthatoés, legmagasabb foka tagjanak egyiitthatéja 1, és a tobbi egyiitthaté oszthaté vala-
mely p primszammal, de a,, nem oszthato p>-tel, akkor az egyenlet irreducibilis.

Az algebranak elséfoku (linearis) tobb ismeretlenes egyenletrendszerek megoldaséaval, els6foka tobbvéltozos he-
lyettesitése tulajdonsagaival és rokon kérdésekkel foglalkozo részét linedris algebrdnak hivjuk. Idetartoznak tehat a
determinansok is (melyeket Lapunk egy régebbi szdmaban réviden ismertettﬁn), mert a linearis egyenletrendszer
minden megoldasa két determinidns hanyadosaképpen allithato els.

Rados miveinek tulnyomo tébbsége a linearis algebra korébe tartozik; némelyiknek nagy sikere volt, és lényegesen
hatott a magyar (s6t részben a kiilfoldi) matematikara.

Rados egy fiatalkort munkéjinak ismertetéséhez roviden ismertetjiik a kongruenciakat.

Két egész szamot valamely m pozitiv egész szdmra — modulusra — vonatkozoélag kongruensnek neveziink, ha a
modulussal val6 osztasnal ugyanazt a maradékot adjik, vagyis ha kiilonbségiik oszthaté a modulussal. Jelekben

a=b (mod m),

és igy olvassuk: a kongruens b-vel, modulé m.
A kongruencidkkal nagyjdban tgy szamolhatunk, mint az egyenletekkel, de van kiilonbség is, amelyrél majd szolni
fogunk. Pl. r6gton latni, hogy
a=a (mod m),

és azt is: hogy ha
a=b (mod m),

akkor egyszersmind
b=a (mod m)

(hiszen ha a—b oszthato m-mel, akkor b—a is oszthatd m-mel). Szabad mindkét oldalhoz ugyanazt a szamot hozzaadni,
vagy mindkét oldalbél kivonni, (hiszen a kiilonbséghdl kiesik), és mindkét oldalt, ugyanazzal a szimmal szorozni (mert
a kiilonbségiik szorzodik a szammal).
Ha
a="b (mod m) és b=c (modm),

akkor egyszersmind
a=c (mod m),

hiszen ha a — b és b — ¢ oszthatoé m-mel, akkor dsszegiik a — ¢ is oszthaté m-mel. Altaldban azonban nem szabad a
kongruencia mindkét oldalat ugyanazzal a szdmmal elosztani. Pl. 2-6 = 9 -6 (mod 14), de 2 # 9 (mod 14). Ebben
tehat kiilonboznek a kongruencidk miveletei szabdlyai az egyenletek miiveleti szabalyaitol. Fenndll azonban a tétel:
ha d relativ prim m-hez és

ad =bd (mod m),

akkor mindkét oldalon oszthatunk d-vel. Ugyanis
ad—bd=d (a—"b),

de d-nek és m-nek nincs 1-nél nagyobb kozos osztdja, és ismeretes, hogy ekkor a masik tényezd a — b oszthatd m-mel.
Ha
a=0b (mod m), c=d (mod m),

akkor egyszersmind
a+c=b+d (mod m) és ac =bd (mod m).

A bizonyitast az olvasora bizzuk.

A kongruencia fogalmat Gauss ifjukori fémtivében vezette be a tudomanyba, és ezt a felfedezését tnmaga is oly
nagyra becsiilte, mint a bettiszamtan feltalalasat.

A kongruencidk korében is nagy érdekessége van az algebrai egyenleteknek megfelel§ kérdéseknek, amelyekben
tehat keresniink kell oly szadmokat, amelyeket az ismeretlen helyébe helyettesitve a kongruencia helyes lesz. Vilagos,
hogy ha valamely z szam kielégiti a kongruenciat, minden vele mod kongruens szam is kielégiti.

Itt mar nagy kiilonbség mutatkozik a kongruencia és az egyenlet kdzott. Mig az egyenletnek, amint mar emlitettiik,
az algebra alaptétele szerint mindig van megoldésa, addig pl. mar a kovetkezd elséfokt kongruencidnak nincs megoldasa:

2z =5 (mod 4).

Az
ax =b (mod m),

LObldth R.: Képek a magyar matematika maltjabol. V. Beke Mano (1862. apr. 24-1946. jan. 27.) Lapunk X. kdtet, 1955. 33-42. old.
A Fiiggelék 41-42. old.



altalanos els6foki kongruencia megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy b oszthatd legyen a és m
legnagyobb ko6zos osztojaval.

Magasabb foku kongruencidkra mar ilyen megoldhatosagi kritériumok nincsenek altalaban, még abban a legtdbbet
targyalt nevezetes esetben sem, ha a modulus egy p primszam. A szamelmélet, egy igen nevezetes tétele, az in. FERMAT
tétel biztositja azt, hogy az altalanossdgon semmi csorba nem esik, ha prim modulus esetén olyan kongruencidkra
szoritkozunk, amelyek fokszama legfeljebb p — 2, mert minden ennél magasabb fokd kongruencia legfeljebb p — 2 fokira
redukalhaté. Feltételezziik tovabbé, hogy a tiszta tag nem oszthatd p-vel, mert ellenkezs esetben

an =0 (mod p)

lenne, és igy e tagot elhagyva z-szel egyszertsithetnénk, és alacsonyabb foku kongruenciat kapnank.
A pontosan p — 2-edfoku kongruencidk esetén a Konig—Rados tétel? megadja a valaszt arra a kérdésre, hogy mi
annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a

(2) coxP 2+ aP P+ cp—32 + cp—2 = 0( mod p)

kongruencia (co, ¢p—2 # 0 (mod p)) megoldhato legyen.
A (2) alatti kongruencia megoldhatdsdganak szikséges és elégséges feltétele, hogy a

Co, €1, €2, ..., Cp-3, Cp—2

C1, C2, C3, ..., Cp—2, Cp
(3) D = |ca, €3, C4, ..., Co, C1

Cp—2, Co, C1, ---5 Cp—a, Cp-3

un. ciklikus determindns oszthato legyen p-vel, azaz
D=0 (mod p).

A tétel kibgvithetd ugy is, hogy arra a kérdésre is megfeleljen, mi annak a feltétele, hogy a (2) kongruencianak k
szamu gyoke legyen. Ez esetben Rados felelete igy szol:

Ahhoz, hogy a (2) kongruencidnak k szdmi kilonbozd gyoke legyen, sziikséges, hogy D-nek dsszes p-k-adrendd
aldetermindnsai oszthatok legyenek p-vel (p — k-alrendd aldeterminans alatt azt értjiik, ha a determinansbol csak p— k&
szamu sort és p—k szamu oszlopot tartunk meg), ha a p-k-alrendd aldetermindnsok a legalacsonyabbrendiek, amelyekre
ez a feltétel teljesiil, akkor a (2) kongruenciinak pontosan k szami gyidke van.

Ez a két tétel Konig Gyulatol szarmazik, aki miegyetemi eladasdban kozolte, de a pontos bizonyitas Rados
Gusztav miive. A tétel jelentGségét és érdekességét mutatja, hogy KRONECKERnek (az eddig élt algebristédk egyik
legnagyobbikanak) a berlini egyetemen tartott, és konyvalakban kiadott, szamelméleti elGadasaiban egész fejezetet
szentel neki{d. Kronecker itt, mas bizonyitast ad ra, és a tétel masodik felét egyszertibben (algebrailag) fogalmazza
meg, de erre nem térhetiink ki.

Radosnak ezen kiviil is igen sok dolgozata foglalkozik kongruenciakkal, de koziiliik csak még két eredményét ismer-
tethetjiik.

Mar a XVIII. szazad kozepén EULER tudta, hogy

2> =D (mod p)

(p primszam) masodfokd dn. binomkongruencia megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele

D= =1 (mod p)
teljesiilése. Rados ehhez hozzafiizi, hogy ha ez a feltétel teljesiil, és p valamely 4n+3 alaki primszam, akkor a megolddst
v z=+D"T (mod p)

kongruencia szolgdltatjaEl. Rados eredményét az n-edfoku binom kongruenciara is kiterjeszti, de ennek ismertetése tul
messzire vezetne.

A masik tétel, amelyet ismertetekﬁ, Osszefiiggést allapit meg az egyenletek és kongruenciak gyokei kozott. Ha az
(1) algebrdi egyenlet minden gydke raciondlis, akkor az

(4) apz" +a, "'+ ... +a, 1x+a, =0 (mod p)
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kongruencidnak minden primszdm modulusra, amely nem osztdja ag-nak, pontosan n gyoke van. (Persze, itt feltessziik,
hogy n < p —2).

Ennek megforditasa, és ez a nehezebb:

Ha a (4) alatti kongruencidban ag = 1 és minden p primszdm modulusra pontosan n gyoke van, akkor az (1) algebrai
egyenlet minden gydke egész szam.



