Alabb kozoljiik a haladok (II. osztalyosok) versenyén kitiizott feladatok megoldésait.
L. fordulo

1. feladat. Valamely iskoldban az év elején a lednytanuldk létszima 51-gyel kisebb, mint a fiiké. Ev kézben kimaradt
19 fii és 41 ldny, aminek kovetkeztében a év végén a ldnyok létszdma az Osszlétszdm szdzalékaiban kifejezve 4 %-kal
kisebb, mint az év elején volt. Hany fii- és hdny ldnytanuld volt az év elején ?

Megoldas: Jeloljiik z-szel a lanyok szamat az év elején. Ekkor a lanyok és fitk szama az év elején, illetGleg év

végén = és x + 51, illetSleg © — 41 és = + 32. A lanyok szaméat az Osszlétszam szazalékaban kifejezve a feladat feltétele
a kovetkez6 egyenletre vezet:
100z 100(x —41)
20 +51 22 -9

Az egyenletet 4-gyel osztva, a torteket eltavolitva és 0-ra redukalva, nyerjiik, hogy gyokei megegyeznek a

+ 4.

—42? 4 4662 + 52734 = 0,

vagy a
222 — 2332 — 26367 =0

egyenlet gyokeivel, feltéve, hagy utobbiak kiillonboznek az eltavolitott nevezdk gyOkeitsl. A nyert egyenletnek egy
pozitiv és egy negativ gyoke van, amelyek koziil csak az elgbbi felel meg a feladat feltételeinek, tehédt a lanyok szama

az év elején
233+ 54289+ 210939 233+ 515
xTr = =
4 4

(ami valoban nem gyo6ke az eltavolitott nevezknek), a fitk szama pedig 238 volt. (A lanyok év elején az Gsszes tanulok
44 %-at, az év végén a tanulok 40 %-at tették ki.)

= 187,

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy

oszthato 60-nal, ha n természetes szam.

Megoldas: A vizsgalando kifejezés
n?(n? —1) = (n? = )n*(n® +1) = (n — D)n(n + Dn(n® +1).

Ha n egész szam, akkor itt az elsé harom tényezd harom szomszédos egész szdm. Ezek koziil valamelyik oszthato
3-mal.

Ha n paratlan, akkor az els6 és harmadik tényezd, ha paros, akkor a masodik és negyedik oszthato 2-vel, a szorzat
tehat oszthato 4-gyel.

Az els6 harom tényezé koziil valamelyik oszthatd 5-tel is, ha n oszthato 5-tel, vagy szomszédos egy 5-tel oszthatd
szammal. Ha viszont n egy 5-tel oszthaté szam méasodik szomszédja: n = 5k + 2, akkor az utols6 tényezs

n? +1 =25k +20k +4+1=5(5k*+ 4k + 1)

oszthato 5-tel.
Az n® — n? kifejezés tehat minden egész n-re oszthaté 3-mal, 4-gyel és 5-tel. Ebbol kovetkezik, hogy 60-nal is
oszthaté mert minden szam 60-nal osztva
60h +m

alakban irhatd, ahol 0 < m < 59 a maradék. Mivel az els6 tag oszthato 3-mal, 4-gyel és 5-tel, az Osszeg csak gy lehet
mindharom szadmmal oszthat6, ha m is oszthaté mind a hdrommal.
Csak a 0-ra és 5-re végz6dd szamok oszthatok 5-tel és ezek koziil is csak O-ra végz&dsk lehetnek 4-gyel oszthatok,
tehat m lehetséges értéke csak
0, 10, 20, 30, 40, 50.

Ezek koziil csak 0 és 30 oszthat6 3-mal, de az utobbi nem oszthatéd 4-gyel, tehat m = 0 és igy minden 3-mal, 4-gyel és
5-tel oszthato szam oszthaté 60-nal is. Ezzel bizonyitottuk a tétel allitasat.

Megjegyzés. Az, hogy a 3-mal, 4-gyel és 5-tel vald oszthatdsagtol a szorzatukkal 60-nal valoé oszthatosagra kovet-
keztethetiink, azon mulik, hogy e harom szam koziil semelyik kettének nincs 1-nél nagyobb k6zos osztdja. Nem volna
nehéz a kifejezés 4-gyel, 5-tel és 6-tal valo oszthatosagat kimutatni, ebbdl sem kdvetkeztethetnénk 4 -5 -6 = 120-szal
val6 oszthatdsagra, amint hogy a kifejezés n = 2-re 60-at ad és ez mindjart nem oszthatd 120-szal. Ebbe a hibaba

!Hivatkozhatnank egyszertien arra a tételre, hogy ha egy egész szam oszthat6 olyan egész szamokkal, amelyek paronként relativ primek
egyméashoz, akkor oszthato ezek szorzataval is. A kdvetkez$ meggondolads azonban azt mutatja, hogy ezt konkrétan adott szdmok esetén
konnyi kozvetleniil igazolni.



tobben beleestek, hogy két szadmmal valé oszthatdsaghol a szorzatukkal valé oszthatosagra kovetkeztettek, nem torédve
a tényezdk kozos osztoival.

3. feladat. Legyen az ABCD trapéz érinténégyszig. (AB || CD). A beirt korhéz az dtellenes A és C csiicsbdl
hizott érintdszakaszok hossza legyen w ill. v. Bizonyitandd, hogy

uw-CD =v-AB.

I. megoldas: Jeldljiikk az AB és C'D oldalak hosszat a-val és c-vel, az AB, BC, CD, DA oldalakon lev§ érintési
pontokat P, @, R, S-sel. Bocsassunk merdlegest a C' és D pontokbol az AB egyenesre (1. dbra).

Két derékszogl haromszog keletkezik, melyek atfogoja a BC, ill. D A oldal, egyik befogdja a trapéz m magassagaval,
maésik pedig a BP és CR, illetSleg a DR és AP érintGszakaszok kiilonbségének abszolut értékével egyenls. Mivel a
korhoz egy pontboél hizott érintészakaszok egyenlék, igy

BP=BQ=a—u, DR=DS=c—w,
tehat a derékszogi haromszogekre Pythagoras tételét alkalmazva
(a—u+v)2=m?+|a—u—v?
(u+c—v)2=m?+|u—(c—v)>

Miutan egy szamnak és negativjdnak a négyzete megegyezik, az abszolutérték-jeleket elhagyhatjuk. A masodik
egyenletet az els6bdl levonva az

2

la = (u—=0))* = [e+ (u—v)* = [a— (ut0))* = [(ut0v) -

Osszefiiggéshez jutunk. Ebbél a zardjelek felbontasa és rendezés utan kapjuk, hogy

4av = 4cu,

ami egyenértékd a bizonyitandé Osszefiiggéssel.

II. megoldas: A beirt kor O kozéppontja a trapéz szogfelezdinek metszéspontja. Mivel a trapéz B-nél és C-nél
levss szogeinek Osszege 180°, azért a BOC haromszog B-nél és C-nél levl szogeinek Osszege 90°, és igy a haromszog
O-nal derékszogi (2. abra).




Az atfogora bocsatott magassag a beirt kor sugara, o. Igy a derékszogt haromszogre vonatkozo kozéparanyossagi
tételek szerint

0> =BQ-CQ.
Hasonléan adédik a DOA haromszégbdl, hogy
0> =DS - AS,
tehat a jobb oldalak is egyenlSk. Felhasznalva ezt és azt, hogy korhoz egy pontbdl huzott érint&szakaszok egyenlsk,
nyerjiik, hogy
u-CD =AS(DR+ RC)=AS(DS+v)=AS-DS+ AS-v=BQ -CQ+
+AS-v=BP-v+AP-v=AB -,

és ezt kellett bizonyitanunk.

ITI. megoldas: Az allitas nyilvanvalo, ha BC || DA, ezért feltehetjiik, hogy a BC' és DA oldalaknak mondjuk a
C-n és D-n tuli meghosszabbitasai metszik egymast egy £ pontban. Erintse a trapézba irt kor a parhuzamos oldalakat
a P és R pontban, a CDFE haromszogbe irt kor pedig a CD oldalt az R’ pontban (3. abra).

3. dbra

A trapézba irt kor a CDFE héaromszognek hozzairt kore, és egyben az ABE haromszognek beirt kore. Ismeretes, a
hozzairt és beirt korre nézve a
CR = DR
Osszefiiggés.

Mivel az ABE és DCE haromszdgek hasonlok és R’ és P e hasonlosagnél egymasnak megfelels pontok, igy fennall

az
AB AP AP

CD DR~ CR
Osszefiiggés, ami a bizonyitandé allitasnak csak atrendezett alakja.

SEES

Megjegyzések. Sokan abbol kiindulva bizonyitottdk a tételt, hogy a parhuzamos oldalak érintési pontjait 6sszekots
egyenes atmegy az atlok metszéspontjan, vagy, hogy érinténégyszoghen az atlok és a szemkozti oldalakon levs érintési
pontokat 6sszekots egyenesek egy ponton mennek keresztiil. Ez az Allitas ugyan igaz, de bizonyitasa sokkal nehezebb,
mint a feladat allitasaé. Masok viszont abbdl a hamis allitasbol indultak ki, mely szerint két négyszdg hasonlé volna,
ha megfelels szogeik egyenldk.

II. fordulo

1. feladat. Négy egész szam osszege 36. Egy bizonyos n egész szamot hozzdadva az elsé szamhoz; n-net kivonva a
masodik szambol; n-nel szorozva a harmadik szamot, és n-net osztva a negyediket, eqyenld eredményre jutunk. Melyik
ez a négy szdm, és mekkora n ?

Megoldas: A négy szamot x, y, z, u-val jelolve feltétel szerint

(1) r+y+z+u=36

(2) a:—l—n:y—n:z-n:g.
n

Célszert (2)-bol azzal a két ismeretlennel fejezni ki a tobbit, amelyikkel ez csupan Gsszeadas, kivonés, és szorzés
segitségével sikeriil; ez a z és n lesz, melyek szorzata szerepel (2)-ben:

xr=2zn—n, Yy =2zn-+n, U= 2n-,



és (1) bal oldalaba beirva e kifejezéseket, a
2en+z+2n? =z2(n+1)* =36

egyenletet kapjuk. Innen (n 4 1)? csak 1, 4, 9 vagy 36 lehet. Az ismeretlenek lehetséges értékeit az alabbi tablazatban
tiintettiik fel (tekintetbe véve, hogy az n = 0 értéket ki kell zarnunk).

(n+1)?| 1| 4 9 36
n —2| 1| —=3| 2| —4| 5| -7
Z... 36| 91 9] 4] 4| 1| 1
T... —70| 8|—24| 6|—12| 0| ©
y
u

—74(10/-30(10|—-20|10|—-14
144| 9| 81(16| 64|25 49

Megjegyzés. Ha mas két ismeretlennel fejezziik ki a tobbit, akkor is egész hasonldéan torténhet a megoldas, csak
nehezebbé véalhat a szorzattd alakitas lehetdségének megtalaldsa. Emellett kiilon kell diszkutalni nevezdbe keriils
kifejezések elttinésének az esetét is.

2. feladat. Egy hatszdg minden mdsodik szoge 120°-0s, és két-két 120°-0s szdget bezdrdé oldala egyenld. Bizonyi-
tandd, hogy a 120°-0s szdgek csicsai szabdlyos hdromszoget alkotnak.

I. megoldas: Legyenek az ABCDEF hatszog A, C és E cstcsoknal levs szogei 120°-osak. Ekkor a mésik harom
sz0g Osszege is 360°; mert a hatszog szogeinek dsszege 720°. Igy az ABC haromszoget A koriil elforgatva, mig AB a
vele egyenls AF oldalra keriil és hasonléan a C DE haromszoget F koriil ED oldalaval EF-re forgatva, a BC és DC
oldalak egy egyenesre fognak keriilni (4. dbra), és mivel a két oldal egyenls, a C' cstcs a két forgatasnal ugyanabba a
G pontba keriil.

4. dbra

A keletkez6 AEG haromszog az AEC haromszog tiikorképe az AE egyenesre nézve. Az elforgatas folytan keletkezett
CAG és CEG szogek 120°-osak, s igy az AE szimmetriatengely az AC és EC oldalakkal 60°-0s szOget zar be, az ACE
haromszog tehat szabalyos.

II. megoldas: a) Az allitast konvex hatszogre igazoljuk. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva rajzoljunk A
kozéppontu korivet F-en és B-n at a (120°-0s) FAB szog széarai kozé és hasonloan C kozépponti kor a BCD szog
szarai kozé B-n és D-n at. A két korivrél az F' B, ill. BD szakasz 120° alatt latszik, mert a latoszogek 240°-os kozépponti
szO0ghoz tartozo keriileti szogek. (5. abra).



F

5. dbra

Belatjuk, hogy a két koriv metszi egyméast. A D pont az FAB 120°-0s szogtérben van, mert a hatszog konvex,
tovabba az F'B koriven kiviil, mert kiilonben az F'D B szog legalabb 120°-0s volna. Mivel a BC'D és DEF egyenlGszara
haromszogek szarai kozti szog 120°, igy ezeknek a D-nél levd szarai 30°-osak, tehat a hatszog D-nél levd szoge 180°-
nal nagyobb volna, de ez lehetetlen, mert a hatszog konvex. Ugyanigy kovetkezik, hogy az F pont a BCD 120°-0s
szogtérben van, a BD koriven kiviil. A BD koriv az FAB korcikk belsejébe indul a B pontbo6l, mert az ABC szog
a hatszog konvex volta miatt 180°-nal kisebb. Igy a két koriv valoban metszi egymast egy I pontban. Ez a pont B
tiikorképe az AC egyenesre.

Az I pontbol, mint lattuk, az F'B és BD szakasz 120°-0s sz0g alatt 1atszik, s igy ugyanakkora szogben latszik a
DF szakasz vagyis az E kozéppontd, D-n és F-en athaladé kisebb koriv is 4&tmegy I-n. Ebbd] kovetkezik, hogy az I
pont D-nek is tiikorképe a C'E egyenesre és F-nek is tiikkorképe az EA egyenesre.

Az ACFE haromszog oldalai a bizonyitottak szerint merélegesek, az egymassal 120°-0s szoget bezaro, IB, ID és
IF szakaszokra s igy szabalyos haromszoget alkotnak.

b) Ha a hatszégben pl. a D cstcsnal levs szog 180°-nal nagyobb, akkor D az F'AB korcikkben van, s igy a BD és
DF korivek meghosszabbitasa metszi az F'B ivet egy kozos I pontban (6. abra).

6. dbra

A bizonyitas ez esetben az el6bbihez teljesen hasonlé modon fejezhets be.
3. feladat. Hany téglalap ldthatd a sakktablin ? Ezek kézil hdny négyzet ?

Megoldas. Ha meghosszabbitjuk egy téglalap fiiggéleges oldalait, kapunk a sakktablan egy fiiggdleges savot.
Hasonlbéan a vizszintes oldalak egy vizszintes savot hataroznak meg. Forditva, ha megadunk egy sakktablamezg&ket
elvilaszto egyenesek hatarolta fiiggsleges savot és egy vizszinteset a sakktablan, ezek egyértelmien meghataroznak
egy téglalapot (7. dbra).




7. dbra

Igy az osszes téglalapok szama a fiiggsleges és a vizszintes savok szamanak szorzata.

Vil4gos, hogy ugyanannyi a fliggsleges és a vizszintes savok szama, tehat elegends pl. az elébbieket dsszeszamolni.
A sakktabla mez6it 9 fiiggsleges egyenes hatérolja.

Ezek koziil 9-feleképpen valaszthatjuk ki az elsé hatarvonalat, és 8-feleképpen a maradék koziil a masodikat. Igy
azonban minden savot kétszer, kapunk meg, tehat a fiigg6leges savok szama

9.8

36.
2

Ugyanannyi a vizszintes savok szama is, tehat az Osszes téglalapok szadma
36 = 1296.

Ezek kozott annyi négyzet van, ahanyféleképpen ugyanolyan szélességii fiiggsleges és vizszintes savot parosithatunk.

Egy h szélességi fiiggsleges sav baloldali hatara nem lehet az utolsé h fiiggbleges egyenes egyike sem, tehat a h
szélességii savok szama 9 — h, ennyi a vizszintesekeé is, s igy (9 — h)? olyan négyzet van, amely h mezs szélességi. Tehat
a négyzetek szama (h =1, 2, ..., 8) 82 + 7% + 62 + 5% + 4% + 32 + 22 + 1% = 204.



