Alabbiakban kozoljiik a kezddk (I. osztélyosok) versenyén kitiizott feladatok megoldasait.
Az I fordulo feladatai:

1. feladat. Mennyi a %-o0s alkoholt kell hozzdtélteniink b liter ¢ %-os alkoholhoz, hogy d %-os alkoholt kapjunk ¢

Megoldas: Nyilvanvaléan csak akkor varhatoé megoldasa a feladatnak, ha d az a és ¢ kozé es6 érték. Altalaban p

%-os alkohol azt jelenti, hogy m liter oldatban
p-m

100

liter alkohol van. Igy, ha a b liter ¢ % alkoholhoz z liter a %-os alkoholt adva, a keletkezett b 4+ 2 liter d %-os lesz,
ekkor az alkoholtartalmat kétféleképpen kiszamitva

be Loz _ (bt 2)d
100 100 100

Innen, ha d # a
d—c
a—d’
Ez z-re akkor ad pozitiv értéket, ha a — b és d — c egyez6 elGjelt, ami éppen azt jelenti, hogy d az a és c kozé esik.

2. feladat. Szerkessziink hdromsziget, ha ismeretes a kerilete (k), egyik oldala (c), és a masik két oldallal szemkizti
szogek kilonbsége (o — B).

Megoldas: Jeloljiik az adott szogkiilonbséget §-val. Ha a ¢ oldal és a keriilet adott, akkor ismert a méasik két oldal
Osszege a + b is. A szerkeszthetGséghez természetesen sziikséges, hogy

a+b=k—c>c,

azaz
2¢ < k

legyen.
Forgassuk ré egy tetszésszerinti ABC haromszogben pl. a BC' = a oldal meghosszabbitasara a CA’ = b oldalt (1.
abra).

1. dbra

A keletkezett ACA’ egyenls szara haromszog C csticsanal levé kiilss szoge az ABC haromszog v szoge, igy az AA’
alapon fekvé szogek % nagysaguak.

Szamitsuk ki a keletkez6 ABA’ haromszogben az A-nal levs szoget:

5 180° — (a + B)

A’AB<1:a+§:a+ p 0

o —
=90+ —/— =90° + .
2 + 2 + 2
Az AA'B haromszdgben ismert tehat két oldal és a nagyobbikkal szemkozti szdg, igy ez egyértelmiien megszer-

keszthets. Az AA’ oldal felez6 merdlegese metszi ki az A’ B oldalbol a C pontot (2. dbra).



2. dabra

Ez a BA’ oldal belsejére esik, mert az A’ AB szbg tompaszog.

A keletkezett ABC haromszog kielégiti a feltételeket, mert — szdgeit o', 8, v'-vel jelolve — az AC A’ haromszog
szerkesztés szerint egyenld szard, igy az alapon fekvé szogei feleakkorak, mint a C' cstcsnal levé kiilss szog, 7. Ezért
o A d 180°— (o’ + 1) o o —p

2

I pl o . _ 3 — o . g2
of =B =90° + 3 B'=90°+ 7 5 Bl=g+—5—

Innen
Oé/ _ B/ — 6,

mésrészt a C csicsboél induld oldalak Osszege
AC+CB=AC+CB=A'B,

szintén az elgirt k — c érték.

Megjegyzés: Az AA’ oldal a C cstcsbol induléd szogfelezvel parhuzamos, és ha az AC oldal meghosszabbitasara
mérjiik ré a C B-vel egyenls C' B’ tavolsagot, akkor ugyantgy BB’ is parhuzamos a szogfelezdvel. (1. abra). A szerkesztés
ennek alapjan gy is befejezhets, hogy az AA’B haromszog utdn ugyanarra az AB oldalra megszerkesztjiik az ABB’
haromszoget (BB'||AA" és AB’ = k — ¢) is. Ekkor C az AB’ és A'B oldalak metszéspontjaként adodik (2. &bra).

3. feladat. Vonjuk le egy egész szdm utolsd jegyének kétszeresét az utolso jegy elhagydsdval kapott szambol (ha
az egész szam egyjegyd, akkor 0-bol). Igazoljuk, hogy ha az eredmény oszthatd 7-tel, akkor az eredeti szdam is mindig
oszthato 7-tel, ha viszont az eredmény nem oszthato 7-tel, akkor az eredeti szam sem lehet T-tel oszthato.

Megoldas: Az adott egész szamot n-nel, utolsdé szamjegyét b-vel, az ennek elhagyasaval keletkezs szamot a-val
jelolve (0 < b <9, a > 0) a feladat elSirasa szerint az

n=10a+b

szédmhoz a
d=a—2b

szamot kell kiszamitani. Innen kikiiszobolhetjiik pl. b-t gy, hogy d-t hozzdadjuk n kétszereséhez:
2n+d = 21a.

A jobboldal oszthato 7-tel, azért a baloldali Gsszegnek is oszthaténak kell lennie 7-tel. Ebb6l kévetkezik, hogy ha
valamely tag oszthatd 7-tel, akkor a masik is. Ha tehat d oszthato 7-tel, akkor 2n is oszthatd 7-tel, kiilonben pedig
nem.
Ebbél tovabba kovetkezik a feladat allitdsa, mert tudjuk, hogy 2n akkor és csakis akkor oszthaté 7-tel, ha n
oszthato 7-tel. Vilagos, hogy ha n oszthatod 7-tel, akkor 2n is. Ha viszont n nem oszthato 7-tel, akkor 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 maradékot ad, és a kétszerese ekkor rendre 2, 4, 6, 1, 3 illet6leg 5 maradékot ad, tehat szintén nem oszthato 7-tel.



A II. fordulo feladatai:

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy
(a® 4+ b%)(c? + d?) > (ac + bd)?

barmilyen pozitiv vagy negativ (esetleg 0) szamokat jelentsen a, b, c, d. Mikor érvényes az egyenldség jele ?

Megoldas: Képezziik a két oldal kiilonbségét
(a® + b*) (2 + d?) — (ac + bd)* = a®d® + b2 — 2abed = (ad — be)? > 0,
a, b, ¢, d minden szambajovs értékére. EgyenlGség csak abban az esetben allhat fenn, ha
ad = be.
Megjegyzés. 1. A bizonyitas a kovetkezd azonossag levezetésével tortént:
(a® + b*)( + d?) = (ac + bd)® + (ad — be)*.

Ebbél az itt bizonyitott egyenlGtlenség mellett egy szadmelméleti érdekesség is leolvashaté: ha itt a, b, ¢, d egész
szamokat jelentenek, akkor az azonossag azt fejezi ki, hogy ha két egész szam kifejezhets két négyzetszam Osszegeként
(m = a® +b? és n = ¢ + d?), akkor a szorzatuknak is megvan ez a tulajdonsiga. Ez lényeges segitséget nyujt annak
a kérdésnek vizsgalataban, hogy mely szamok allithatok el6 két négyzetszam Osszegeként (lasd idevonatkozoan pl.
Matematikai Versenytételek II. részben az 1938. évi 1. feladathoz fiizott jegyzetet).

2. Konnyen igazolhato a felhasznalt azonossag kovetkezs altalanositasa:
(@@ +ai+...+a2) (b3 +03+.. . 4+b) — (arby + asba ...+ agby)® = (a1by — azby)*+ +(a1bs — agby) + ... + (arby, —
apbi) + (azbs — azbs)® + ... + (apbe—1 — ar_1bx),
amibdl leolvashatjuk az
(@2 4a2+ ... +a2)(b2+b2) +...+b2) > (arhy + agbs + ... + agby)®

nevezetes Cauchy-féle egyenl6tlenséget. Itt egyenldség csak akkor allhat fenn, ha a b;-k a megfelels a;-b6l minden egyes
i-re ugyanazon c szdmmal val6 szorzassal keletkeznek.

2. feladat. Szerkessziink hdromsziget, ha adva van a kerilete 2s, a beirt kér sugara o, és szégeik szdge a.

I. megoldas: Legyenek a haromszog csiacsali A, B, C, az ezeknél fekvs szogek «, B, v. Mivel a beirt kor O
kozéppontjat a szogfelezd metszéspontja adja, ezért az a = BC oldal latoszoge az O pontbol (3. abra)

(1) § = 180° —

B
2

o2

o a ﬁ /y a ) a
—180° — (2424, 0) 22 iy
80 <2+2+2>+2 90° + 3

Ez a sz0g tehat « ismeretében megszerkeszthetd. Azt is tudjuk, hogy O a BC oldaltdl p tavolsagra van, igy a
szerkesztés elvégezhets, ha a-t meg tudjuk szerkeszteni. Legyenek a beirt kor érintési pontjai a BC, C A, AB oldalon
Ay, B1, Cq, akkor ismeretes, hogy

(2) ABy = ACy =s—BC =s—a.
(Valoban a korhoz egy pontbol huzott érint6 egyenld volta miatt

s=AB1+BCy +CA; = AB1 +CA1 + A1B=AB; +a.)

Ezzel a kovetkez6 szerkesztéshez jutottunk: Rajzoljunk % nagysagu szoget, csucspontjat jeloljik P-vel (4. abra).



4. dbra

Huzzunk az egyik szardval parhuzamos egyenest o tavolsdgban, amely metszi a mésik szarat egy ) pontban. Az
el6bbi szarra mérjiik ra a P csicstol a PC = s tavolsagot, a @-bol PC-re bocsatott merdleges talppontja legyen B.
Rajzoljuk meg azt a korivet, amelyb6l a BC szakasz 90° + % szog alatt latszik. Messe ez az elGszor hiizott paArhuzamost
O és O’ pontokban. Rajzoljunk pl. O kériil ¢ sugart kort. Az ehhez B-bdl és C-b6l htizott érinték A metszéspontja
lesz a keresett haromszog harmadik cstcspontja. (E két érints sziikségképpen metszi egymast, a BC' ugyanazon az
oldalan, amelyen a kor van. Ugyanis ezen érint6knek a BC' szakasszal bezart, a kor oldalan fekvd szogei 2 - OBC<«,
illetéleg 2 - OCB<, és e két szog Osszege 180° — a.)

Csak az igy kapott haromszog felelhet meg a feladat feltételeinek, tehat nincs megoldasa a feladatnak, ha a latokoriv
nem metszi a p tavolsdgban huzott parhuzamost.

Az ABC haromszog valoban megfelel a feltételeknek, mert beirt korének sugara p, ennek a kézéppontjabol a BC

oldal 90 + % szog alatt latszik, s igy az A cstcsnél fekvs of szogre (1) szerint

!
90°+%:90°+%, o =a.

Végiil a beirt kor érintési pontjat a C A oldalon Bi-gyel jelolve, a szerkesztett haromszog s' keriiletére (2) szerint
s = AB; + BC.

De az AOB; és PQB derékszogl haromszogek egybevagok, mert A-nal, illetSleg P-nél fekvs hegyesszogiik g, és az
ezzel szemkozti befogd mindkét haromszogben o. Igy
AB, = PB.
Ennélfogva
s =PB+BC=s

a szerkesztés szerint.
Ha O helyett az O’-b6l kiindulva fejezziik be a szerkesztést, akkor ABC-vel egybevagd megoldast kapunk, mert O
és O szimmetrikus a BC szakaszt felezé merdlegesére.

Megjegyzés. Legyen az ABC héaromszog koré irt kor A-t nem tartalmazo BC' ivének felezGpontja D (5. dbra).



5. dbra

Tudjuk, hogy az A csicsnal fekvs szog felezGje atmegy D-n, és egyszerii szogszamitas adja, hogy a BDO haromszog
egyenls szara: DB = DO. Igy B, O és C egy D kozéppontt koron vannak. Ez éppen a fenti megoldasban hasznalt
latokoriv.

Mivel a megszerkesztése utan, o ismeretében a koriilirt kor megszerkeszthets, igy a D pont is. E koriil B-n és
C-n at korivet rajzolva, annak egyik metszéspontjat a BC-t6l g tavolsagra hiizott parhuzamossal kossiik 6ssze D-vel.
Ez metszi ki a koriilirt korbsl A-t. Tobben valasztottak ezt a szerkesztési utat. Ehhez természetesen megfelelGen kell
modositani annak bizonyitasat is, hogy az ABC héaromszog megfelel a feladat feltételeinek. (Lasd a jelen szamban
kitiizott 372. gyakorlatot.)

II. megoldas: Forgassuk le egy ABC haromsz6g oldalait pl. az AB oldal meghosszabbitasara (6. abra)

AC" = AC, BC' = BC.

6. dbra

Ha az A cstcsnal levs szog o, akkor a CAC’ haromszog egyenld szarta voltabol kovetkezik, hogy
CC'Aq=CC'C"a= <

Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy a BC = a oldal az adatokbol megszerkeszthets, igy megszerkeszthets a BCC’
haromszog is a kovetkez6 mdédon: Miutdn a-t megszerkesztettiik, mint az el6z6 megoldasban, mérjiik fel egy egyenesre

C'C" = 2s tavolsagot, ennek C’ végpontjaban az % szdget, a C"'-t6] a tavolsagra levé B pont koriil pedig rajzoljunk

a sugarral kort (7. abra).



7. dbra

E kornek a szog masik szaraval valo valamelyik metszéspontja — ha van ilyen — legyen C. A CC’ szakasz felezs
merdlegese metszi ki a C'C” szakaszb6l az A pontot.

Az ABC haromszdg valéban megfelel a feltételeknek, mert szerkesztés szerint a CAC’ haromszog egyenld szard,
igy CA = (' A, és a haromszog A-nal levé kiils szdge

CAC"«=2-CC'A< = a.

Ez az ABC haromszog bels szoge kell, hogy legyen. Ugyanis a szerkeszthetGséghez sziikséges, hogy a < s legyen.
Ez esetben C’ az a sugart B kozéppontt koron kiviil van. Ha a kor és a C'C' egyenes masik metszéspontjat C;-gyel
jeloljiik, akkor a CC; szakasz felez6 merdlegese B-n megy at; mivel pedig CC’ (és C1C") felezSpontja C' és a C1C
szakasz felez6pontja kozé esik, igy A-nak is C’ és B kozé kell esnie. CAC” < tehat az ABC haromszognek valoban
bels6 szoge. A haromszog keriilete:

CA+AB+CB=C'A+ AB + BC" = 2s.

Igy az 1. megoldas (1) szerint a beirt kor érintési pontja A-t6l s —a tavolsagra van. Ebbél, mivel a beirt kor kdzéppontja
az «a sz0g felezGjén van, a megszerkesztése szerint kovetkezik, hogy a beirt kor sugara olyan derékszogi haromszog
befogéja, melynek ezzel szemkozti szoge g, a masik befogdja pedig s — a. Mivel a-t egy ugyanilyen haromszog segitsé-
gével szerkesztettiik, melynek emellett kérdéses befogdja o hosszisagu, igy a megszerkesztett hdromszog beirt korének
sugara 0. A haromszog tehat megfelel a feladat feltételeinek.

Azt allitjuk, hogy ha C helyett C;-bél kiindulva szerkesztiink egy A; BC7 haromszoget, ez az elGbbivel egybevigo
lesz (a megfelelt csticsok A, C és B). Valoban A; is C’ és B kozé esik. Essék mondjuk a C a C’ és C; pontok kozé,
és jeloljik az ABC és Ay BCh haromszogek szogeit «, [, v, illetSleg a1, Bi1, y1-gyel. Szerkesztés szerint a3 = a a
megadott szog.

A BCCy egyenls szard haromszoghol

BCCy<t = BC,Ca = 71 + g

igy a C-nél keletkezs szogek Osszege
180° = C'C A< + ACB< + BCCh <1 = % Fy % —a+7+7,

tehat v1 = 8. Az ABC és A,C1B haromszogek tehat hasonlok, mivel pedig BC és C1B oldaluk egyenld, tehat
egybevagok is.

II1. megoldas: Rajzoljuk meg a haromszog BC oldalahoz hozzairt kort is. A betiizést a 8. dbra mutatja.



8. dbra

Ismeretes, hogy ekkor
(3) ABy = AC, = s.
(Valoban a korhoz egy pontbol huzott érintk egyenlGsége folytan
2ABy = ABy + ACy = AC + CAy + AB+ BA; = AC + AB + BC = 2s.)

Ez a kovetkez$ szerkesztéshez vezet: Szerkessziink o nagysagu szoget, csicsa legyen A, és szerkessziik meg a két
szarat érint6 g sugart ky kort. Mérjik ra a szog egyik szarara az ACy = s tavolsagot, és szerkesszilk meg azt a ko
kort, amelyik mindkét szérat érinti, egyiket Co-ben. Hizzuk meg a két kor egyik kozos belss érint§jét, messe ez a szog
szarait B és C pontokban.

ABC' a keresett haromszog, mert A-nal levs szoge «, beirt korének sugara o, és a (3) Osszefliggésbol kovetkezik,
hogy keriilete 2s.

A masik belsé k6zos érinté meghtuzasa nyilvanvaléan a megszerkesztettel egybevagd haromszoghtz vezet.

3. feladat. A kozségbdl egqy nd 10 dra 31 perckor elindult és egyenletesen haladva 13 dra 43 perckor érkezett B
kézségbe. Ugyanezen a napon B-b619 dra 13 perckor indult el egy férfi ugyanazon az uton, és dllando sebességgel 11 dra
53 perckor ért A-ba. Utkizben egyszerre értek egy hidhoz, amelyet a nd (miutdn egymds mellett elhaladtak) 1 perccel
késdbb hagyott el, mint a férfi. Mikor értek a hidhoz és hol vannak a hid végpontjai ?

I. megoldas: Az egész utat a n6é 192 perc alatt tette meg, a férfi 160 perc alatt. Mivel mindketten egyenletesen
haladnak, azért ugyanakkora at megtételéhez a nének és férfinak sziikséges idGk ardnya mindig

192 6

160 5
alatt jut at a hidon, és igy
t+1 1 6

n 1+¥=g, t = 5 perc.

A hid hosszat tavolsagegységnek vélasztva, az egész Gt hossza (a férfi menetidejébdl szamitva)
160 : 5 = 32 hidhossz.

A hid eléréséig a né és a férfi egyiitt 31 hidhossznyi utat tett meg. Ha a n6 atja ebbdl « hidhossz volt, akkor, mivel
a nd egy hidhosszat 6 perc alatt tesz meg, azért 6x idG alatt ért a hidhoz. A férfi 78 perccel kordbban indult el, mint
a né, és (31 — x) 5 percig ment, mig a hidhoz ért. Mivel egyszerre értek a hidhoz, azért

6x = (31 —x)5 — 78,
z="1.

Eszerint a né (és ugyanakkor a férfi is) a né elindulasatol szamitott 6z = 42 perc mulva ér a hidhoz, vagyis
mindketten 11 6ra 13 perckor érik el a hidat.
A hid A feléli hidfgje 7 hidhossznyira van A-t6l és igy a masik hidf6 24 hidhossznyira B-t6l.

II. megoldas: A férfi 160 perc alatt teszi meg az egész utat és 78 perce gyalogol, mikor a né elindul, tehat megtette

mar az ut
78 39

160 80



részét, egylitt tehat még az it — részét teszik meg a taldlkozasig.
Mivel egyenletesen haladnak, mindketten, igy sehességeik aranya
192 6
160 5’
mésszoval, ami utat a férfi 5 perc alatt tesz meg, azt a né 6 perc alatt. Ebbél mindjart az is kdvetkezik, hogy a hidon
is 5, illetSleg 6 perc alatt haladnak &t. A fenti aranyt ugy is értelmezhetjiik, hogy az ugyanazon idG alatt egytittesen

6 .
megtett atnak ﬁ—ét teszi meg a ng, ﬁ—ét a férfi. Igy az egész utnak A-tol mért

5 41 41
11 80 176

)
részénél talalkoznak, és ez a hidnak A-t6l mért T részénél lesz. A hid hossza (a férfi menetidejébdl szamitva) az egész
at

része, igy a hid A-hoz kozelebb es6 vége A-tol az ut
41 5 1 T

176 11 32 352 32
részén, a tuls6 vege pedig az Gt A-t6l mért negyedrészére van.
3 3
A B-bél indul6 férfi a hidig terjeds utat, azaz az egész it 1 részét 1 160 = 120 perc = 2 6ra alatt teszi meg, tehat

mindketten 11 éra 13 perckor érnek a hidhoz.



