Az &4prilis 17-én lefolyt II. (dénts) forduldéban az alabbi harom feladat volt kittizve:

1. A haromszog oldalait beliilrél érint6é korhoz az a, b, ¢ oldalakkal parhuzamosan huzott érintéknek a haromszog
belsejében levs szakaszai legyenek rendre a1, b1, ¢;.

Bizonyitsuk be, hogy

2. Bizonyitsuk be, hogyha
a=bz+ cy, b=cxr+az, c=ay + bx,
akkor
a® b? c?
1—22 1—9y2 1-—22

3. Legyenek «, 3, v egy haromszog szogei. Bizonyitsuk be, hogy

ctg’a + ctg?f + ctgy > 1.

Mikor all fenn egyenlség ?

Ot 6rai munkaids utan 138 iskolaban 364 dolgozatot adtak be.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal az Oktatasiigyi Minisztériummal egyetértésben kikiildott kozponti
bizottsag (Horvay Katalin, Késedi Ferenc, Lérincz Pal, Tolnai Jens és Neukomm Gyula el6ad6) Suranyi Janos, a
Tarsulat fétitkaranak elnokletével a majus 12-iki {ilésén a kovetkezs jelentést fogadta el:

A bizottsag megallapitja, hogy a versenyzdk teljesitménye — annak ellenére, hogy a kitizott feladatok a bizottsag
egyhangi véleménye szerint nehezebbek voltak a tavalyi feladatoknal — joval felillmulja még a tavalyi j6 eredményt
is, amennyiben nem kevesebb, mint 44 versenyzé oldotta meg lényegében mind a harom feladatot, és két feladat
megoldésa az idén altaldban nem volt elég helyezés eléréséhez. Viszont az a tény, hogy a déntében szdmos tanulé egy
feladatot sem tudott megoldani, mutatja, hogy a tételek tényleg nem voltak konnytek, bar meg kell allapitani, hogy
a feladatok puszta megoldasdhoz jo rutin munka is elegend6 volt, viszont mind a hirom feladat béven adott alkalmat
mingségileg értékes megoldasokra, altalanositasokra és érdekes specidlis esetek felismerésére, ami mar matematikai
invenciot kovetel.

Meg kell azonban jegyezni, hogy az egy feladatra adott tobb megoldas kozott gyakran szerepeltek olyanok, ame-
lyek az el6z6 gondolatmenetet ismételték, tobbnyire még tigyetlenebbiil, koriilményesebben is. Az ilyen megoldasok
természetesen semmiképp sem emelik a dolgozat értékét.

A bizottsag megallapitja, hogy a tanulok feladatmegoldasa készségének e tovabbi fejlédése azt is tanisitja, hogy
az utébbi négy év rendszeres matematikai tanuld versenyeinek, valamint a Ko6zépiskolai Matematikai Lapok allando
pontversenyeinek idvos hatasa most bontakozik ki elGszor igazan.

14 tanul6 teljesitett tobbletmunkat a harom feladat jé megoldasan feliil. Ezek koziil a bizottsag alapos megfontolas
utan Stahl Janos, Makkai Mihdly, Szatmdry Zoltdn és Zsombok Zoltin dolgozatat emelte ki.

Stahl Janos az els6 feladatban az abrat kiegészitve Gtletesen hasznalja fel két részabra hasonlosadgat. A harmadik
feladat megoldasaban Jensen tételét alkalmazza, ennek révén egy lényeges altalanositast is ad. A masodik feladatra
adott megoldasa is elegans. Mindegyik feladatra vannak tovabbi megoldésai is. A bizottsag javasolja, hogy az 1. dijat
Stahl Jdnos-nak itéljék oda.

Makkai Mihdaly két feladatra adott megoldésa igen iigyes, gondosan diszkutalja a felmeriilg kivételes eseteket.
Erdekes a legnehezebbnek bizonyult harmadik feladatra adott harom kiilonb6z6 megoldasa.

Szatmdry Zoltannak mindharom feladatra, de kiilondsen az elsé és harmadik feladatra adott igen iigyes megoldast.
Emellett szintén tobb megoldast keres az egyes feladatokra.

Zsombok Zoltan {6 érdeme az elsé feladatra adott szép megoldésa mellett egy térbeli altalanositéas felismerése, bar
ezt nem dolgozza ki. A méasodik feladat taglaldsa nala a legteljesebb. A harmadik feladat megoldasara nem taldlja meg
a legegyszertbb utat.

A bizottsag e harom dolgozatot egyenls értékiinek itélte, azért azt javasolja, hogy mind a harom versenyzé egyarant
2. dijban részesiiljon.

A t6bbi 10 tanulét, akiknek teljesitménye csak kevéssel marad el a nyertesekétdl, a bizottsag 1. dicséretre ajanlja.
Lényegében harom feladatot megoldott, vagy ezzel egyenértékd teljesitményt nyujtott 30 tanuld, mig két feladat
megoldasanal tobbet, vagy két, mindségileg kiemelkedd, megoldast produkalt 33 versenyz6. A bizottsag az el6bbieket
II. dicséretre, az utobbiakat III. dicséretre ajanlja.

Az O. M. a fenti javaslat alapjan a kovetkezd dontést hozta:

1. dij (oklevél + 1000 Ft):
StaHL JANOS (Bp. VI., Kolcsey g. III. o. t.)

2. dij (oklevél + 500 Ft):
Makka1l MiHALY (Bp. V., E6tvos g. IIL. o. t.),
SzZATMARY ZOLTAN (Bp. VIIL., Piarista g. III. o. t.),



ZSOMBOK ZOLTAN (Bp. IV., Kényves Kéalman g. IV. o. t.)
1. dicséretben és nagyobb kényuvjutalomban részesilt:

Beke Gyula (Hatvan, Bajza g. IV. o. t.)

Benkd Bdlint (Sarospatak, Rakoczi g. IV. o. t.)
Csapody Miklos (Bp. VIIL., Piarista g. IIL o. t.)
Harza Tibor (Székesfehérvar, Jozsef Attila g. IV. o. t.)
Jedlovszky Pdl (Bp. XIV., Petrik vegyip. t. IV. o. t.)
Literdthy Péter (Szeged, Iranyi J. vegyip. t. IIL. o. t.)
Papp Kdlmdan (Bp. IX., Fay g. III. o. t.)

Perneczky Laszlo (Kaposvar, Tancsics M. g. IV. o. t.)
Szabados Jozsef (Bp. IIL., Arpad g. IV. o. t.)

Szeidl Béla (Bp. V., Cukor u. gyak. g. IV. o. t.)

II. dicséretet és konyvjutalmat nyert:

Beliczky Tibor (Celldomdolk, Gabor Aron g. III. o. t.), Berdr Istvin (Mako, Jozsef A. g. IV. o. t.), Budai Ldszlo
(Bp. V., E6tvos g. IV. o. t.), Czdjlik Istvén (Bp. 11, Rékoczi g. IV. o. t), Dardczy Zoltan (Debrecen, Ref. g. IV. o.
t.), Dobrovolszky Andrds (Bp. 1., Toldy F. g. IIL. o. t.), Fekete Jdnos (Bp. IL., Rakoczi F. g. IV. o. t.), Frivaldszky
Sdndor (Bp. II. Rékoczi g. I1I1. o. t.), Gdti Gyula (Debrecen, Vegyip. t. IIL. o. t.), Gelencsér Ldszlé (Pannonhalma,
Bencés g. II1. o. t.), Grell Mihdly (Bp. XVI., Corvin Matyas g. IIL. o. t), Guba Istvin (MezSkovesd, I. Laszlo g. II1.
o. t.), Heinemann Zoltdn (Pécs, Banyaip. t. III. o. t.), Horvdth Jozsef (Oroshaza, Tancsics g. IV. o. t.), Illés Csaba
(Bp. VIIL., Voérosmarty g. I11. o. t.), Jakubovics Jdnos (Bp. V., E6tvos g. IV. o. t.), Jokiuti Ferenc (Bp. VI., Kolcsey
g. IIL. o. t.), Kelemen Péter (Bp. V., Eétvos g. IV. o. t.), Ori Viktor (Kaposvar, Tancsics g. IV. o. t.), Rdzga Tamds
(Bp. IL,, Rakoczi F. g. IV. o. t.), Réti Sandor (Bp. XVI., II. Rakoczi F. katonai kozépisk. IV. o. t.), Rockenbauer Antal
(Bp. X., L. Laszlo g. IIL. o. t.), Ruppenthal Péter (Gy6r, Révai Miklos g. III. o. t.), Schipp Ferenc (Mohécs, Kisfaludy
K. g. III. o. t.), Simdk Pdl (Bp. 1., Toldy F. g. IIL. o. t.), Solt Gydrgy (Bp. VIII., Fazekas M. g. IIL. 0.), Surdn Gdbor
(Bp. VL., Kolcsey F. g. IV. o. t.), Szildrd Andrds (Bp. I1., Rakoczi g. IIL. o. t.), Udvari Andrds (Bp. VIII., Piarista g.
IV. o. t.), Veszely Gyula (KGszeg, Jurisich M. g. IIL. o. t.)

1II. dicséretben és kdnyuvjutalomban részestlt:

Argay Gyula (Balassagyarmat, Balassi B. g. III. o. t.), Béhm Rdbert (Bp. IX., Jozsef A. gépip. t. IV. o. t.), Bérdczky
Kiaroly (Bp. XVIIL., Steinmetz g. III. o. t.), Csiszdr Imre (Bp. 1., Pet6fi S. g. IV. o. t.), Dardczy Attila (Debrecen,
Fazekas M. g. IV. o. t.), Demény Zoltin (Veszprém, Lovassy g. IV. o. t.), Deres Jdanos (Pécs, Banyaip. t. IV. o. t.),
Farkas Liszlé (Ozd, Jozsef A. g. IV. o. t.), Finta Ida (Celldomolk, Gabor Aron g. IV. o. t.), Forgé Gabor (Bp. V.,
Eotvos g. IV. o. t.), Gdrdos Gyorgy (Bp. V., Eétvos g. IV. o. t.), Gergely Ervin (Bp. IV., Konyves K. gimn. III. o.
t.), Geszti Tamds (Bp. VIL., Madéach L. g. IV. o. t.), Gulyds Gyéngyi (Didsgyor, Kilian Gy. g. IV. o. t.), Hodossy Béla
(Bp. IV., Koényves Kalman g. IV. o. t.), Kim Hen Cse (Miskolc, Kohaszati t. III. o. t.), Kocsis Janos (Eger, Dobo L. g.
IV. o. t.), Koltai Henrik (Bp. IX., Fay A. g. IV. o. t.), Komdromy Béla (Sarospatak, Rakoczi g. IV. o. t.), Kuti Jozsef
(Veszprém, Lovassy g. IV. o. t.), Orlik Péter (Bp. V., Eétvos J. g. IV. o. t.), Ovdri Ferenc (Székesfehérvar, Jozsef A.
g. IV. 0. t.), Polgdr Eléd (Bp. VIII., Széchenyi g. IV. o. t), Podr Istvin (Kecskemét, Katona J. g. IV. o. t.), Sods Tibor
(Bp. L, Petsfi g. II1. o. t.), Szokoly Pdl (Zalaegerszeg, Zrinyi M. g. IIL. o. t.), Tedke Ldszlé (Bp. II., Rakoczi g. IV. o.
t.), Tokai Jozsef (Esztergom, I. Istvan g. III. o. t.), T'6th Ldszlé (Miskolc, Vill. ener. ip. t. III. o. t.), Varga Sdndor
(Mezdkovesd, 1. Laszlo g. IV. o. t.), Vdsdrhelyi Boldizsir (Bp. XI., Jozsef A. g. IV. o. t.), Zardnd Péter (Bp. VIIL.,
Piarista g. IIL. o. t.), Zddor Miklés (Esztergom, L. Istvan g. IIL. o. t.).

*

A verseny végeredményét megyék és iskolafajok szerint a 4. oldalon k6zolt tablazat mutatja.

Lapunk feladatmegoldéinak eredménye még tovabbi javulast mutat. A dontGben részt vett 364 tanuld kozil 203
(55,8% — tavaly 44,1%) volt lapunk munkatarsa; a 77 helyezést elért versenyz6 koziil azonban mar 75 (97,4% — tavaly
89,9%) tartozik lapunk feladatmegoldéinak taboraba, s mindossze a III. dicséretet nyertek kozt van két tanulo, aki
lapunknak nem megolddja. (Részletes beszamolé — sokféle szempontbol — a ,Koznevelés” szeptember 1-i szaiméaban
jelent meg).

Kimutatas az 1956. évi Rakosi Matyas matematikai verseny II. forduléjarol megyék és iskolafajok
szerint



Beadott dolg. szama Eredmény

Megyék és Budapest gimn. ip.t. Osszesen Dij Dicséret | Pontszam (nem hiv.)
isk. | tan. | isk. | tan. | isk.|tan.|1.]|2.| I.|II.| IIL g |i. t. Osszesen

1. Baranya......... 2 21 5| 4| 11|—|—-| -] 2| 1] 2| 3 )
2. Bacs-Kiskun.. ... 3 1 1 4 10/—|—-| -| -| 1| 1] - 1
3.Békés............ 3 - = & 5|—-|-| —| 1| - 2| - 2
4. Borsod .......... 7 17| 2 2 9| 19|—-|-| 1| 1| 6| 9| 2 11
5. Csongrad........ 5 2 4| 7| 12\—-|—-| 1| 1| —| 2| 3 5
6. Fejér ............ 1 20 3| 3| 10|—|—-| 1| -| 1| 4] - 4
7. Gy6r-Sopron.. . .. 6| 14| 2| 3| 8| 17|—|—-| - 4] - 4
8. Hajdu-Bihar..... 9 19| 2| 2| 11| 21|—|—| —| 2| 1| 3| 2 )
9. Heves............ g7 - - & T|-|-| 1| -] 1| 4| - 4
10. Komarom ....... g0 6| 2| 5| o 11{—|—| —| —| 2| 2| - 2
11. Nograd.......... 2 1 1 8| 6|—|—-| —-| —-| 1| 1] - 1
12. Pest............. 7| 14 1 1 8| 15(—|—-| —-| —=| —-| —-| - -
13. Somogy ......... 41 11| —| —| 4| 11|{—|-| 1| 1| —| 5| - )
14. Szabolcs-Szatmar 2 11 1] 3 = - - - -l - -
15. Szolnok ......... 7 - - 7 o e e - = -
16. Tolna ........... 3 - -] 8 = -1 - - -] - -
17.Vas ............. 2 - -1 2 - -1 2| 1] 5] - )
18. Veszprém ... .... 5| 17| 1 1 6| 18| —|—| —| —-| 2| 2| - 2
19. Zala............. 20 4 —| —-| 2| 4|—|—-| —-| —-| 1] 1| - 1
Vidék........... 76 |176| 19| 29| 95205 | —| 5|12| 18| 47| 10 o7
20. Budapest ... .... 35%|148| 8| 11| 43|159|1|3| 5|18| 15| 79| 4 83
Osszesen......... 111%1324| 27| 40|138|364|1|3[10|30| 33|126| 14 140

*1 katonai kdzépisk.
Alabb kozoljik a II. fordulo feladatainak megoldésat.
1. feladat.

I. megoldas: Az aq, b1, ¢1 szakaszok altal az adott ABC'A-bdl lemetszett haromszogek nyilvanvaléan hasonloak
az ABCA-hoz. A jelolést az 1. dbra mutatja.

Ennek alapjan



amibdl

xr, = —b.
a
Hasonloképpen
ai 1 b1 C1 C1
T =—¢C, Y1=-5C Y2=a, 2z1=—a, z=—Db
a b b c c

Az ABCA keriilete:
(u+v+w)+ (21 +22) + (y1 + y2) + (21 + 22) = k.
Az érint6 hatszog tétele szerint
u+v+w=a + b +ci,

és igy

b
(a1+b1+C1)+%(b—l—c)—i—%(a—i—c)—i—%(a—i—b):

b
=a1+b1+cl+%(k—a)+?1(k—b)+%(k—c):
b
—a b o+ 2kt —k+ 2k —a— b - =
a b c
:k(ﬂ_ﬁ’_b_l_;’_c_l):k'
a b c

Mindkét oldalt k-val osztva a bizonyitando6 Osszefiiggést kapjuk.

II. megoldas: Az el6z6 megoldasban szerepld

- b1 !
Y2 = ——a, 21 = —a

b c

Osszefiiggéseket fogjuk felhasznalni, emellett megmutatjuk, hogy
a;r = u.

Ebbdl mar kovetkezik az &llitas, ha az

bl C1
a:yg—l—u—i-zl:?a—l—al—i-?a

Osszefiiggést a-val osztjuk.
A bizonyitando6 egyenl@ség igazolasara hosszabbitsuk meg az a1, b1, ¢1 egyeneseket, mig metszik egymast. A ke-
letkezs A’ B’C’ A\ oldalai parhuzamosak az ABC/A megfelel oldalaival, és beirt koriik kozos. Igy a kiegészitett abra

centralszimmetrikus a beirt kor O kozéppontjara nézve. Tehat az u és a; szakaszok is egymas tiikdrképei O-ra nézve,
amivel allitasunkat igazoltuk.

III. megoldas: Egészitsiik ki az abrat az AB oldalt és a masik két oldal meghosszabbitasat érinté korrel (2. abra).

2. dabra



A haromszog kertiletét 2s-sel jelolve tudjuk, hogy a C' cstucsbol a két korhoz huzott érinté szakaszok hossza s — a és
s. A beirt kor a C cstucsnél az a; szakasszal levagott kis haromszognek hozzairt kore. Igy e kis haromszoghdl és korbél
allo abrarész hasonlo az ABC haromszoghdl és hozzairt korébdl allo dbrarészhez. A kettében egymasnak megfelel

szakaszok ardnya tehat egyenls. Igy
a;  S—a

Hasonléan
b1 s—b c1 s—c

Ezeket Osszeadva
ai b1

LA 3s—(a+b+c) _3s—2s _1
b c s s

Megjegyzések: 1. Néhany versenyzd ramutatott, hogy tételiink a hozzairt kor esetén is érvényes, ha a keletkez§
szakaszokat elGjellel vessziik. Egy még messzebb mend altaldnositast adott Udvari Andrds. Megfogalmazasahoz elGszor
is tekintsiink két parhuzamos szakaszt egyez6 vagy ellenkezt elGjeliinek aszerint, amint a két szakasz kezdSpontjatol a
végpont felé mutaté irdny megegyezik, vagy ellentétes.

Legyen egy ABC haromszognek valamely, a sikjaban fekvs, P pontjara vonatkozo tiikorképe A'B'C'A és jeldlje
A' B’ metszéspontjat BC-vel és C A-val Cy, illetSleg Cay-vel, B'C’ metszéspontjat C A-val és AB-vel A ill. As, végiil
C’ A’ metszéspontjat BA ill. BC-vel Bs, ill. B;i-gyel, ekkor

A2A3 Bs By CIC2 _
(1) cB " ac T pa b

Az 1. abréban a P szerepét O tolti be; ez esetben mind a harom aranyszam pozitiv és az (1) helyességét az 1., 11,
III. megoldasokban bebizonyitottuk.
Az altalanos esetet a 3. abra mutatja.

A C' 0_4__ ,Ag . .8‘

3. dbra

Mivel a pontra valé tiikrozés egy szakaszt ugyanakkora, de ellenkez§ elGjeld szakaszba visz at:

A2A3 B _A2A3 o Blcl

CB BC ~ BC’
BB, BB
AC  ~ BC”
CiCy  CiC
BA ~ BC’

E harom egyenl&ség Osszeadasabol adodik

AgAs B3 B, C10y B.1Cy+ BBy + C1C B BBy + B:C; + C:C _ BC

cB " TAaC T Ba BC BC BC
2. Egy térbeli altaldnositasra mutatott ra4 Zsombok Zoltdan. Lasd a 772. sz. feladatot a 29. oldalon.
2. feladat.

=1

I. megoldas: A megoldasnak egy természetesen kinalkoz6 (ha nem is legegyszertibb) modja, hogy megoldjuk a
feltételi egyenletrendszert és a nyert gyokok értékeit behelyettesitjiik a bizonyitando6 egyenlGségekbe.



A feltételi egyenleteket rendre a, b, c-vel szorozva

2

(1) a® = abz + acy;
(2) b? = bex + abz;
(3) ¢ = acy + bex.
(2)-bol abz értékét, (3)-bol acy értékét (1)-be helyettesitve

a’® = b% + 2 — 2bex.

Innen, ha b # 0, ¢ # 0, akkor
o b2 42 — g2

2bc
tehat
122 4% — (b? + 2 — a2)2 _
4b2c?
oAb — (at + bt 4 ¢t + 2027 — 2a%b? — 2a2?)
B 4h%c?
2(a%b? + a®b*c® + 2) — (a* + b* + %)
4b2c?

és igy, ha x # +1
a® _ 4a2b%c?

1—22  2(a2b? + a2c® + b2c?) — (a* + bt + ¢)’

2
Ebben az alakban nyilvanvalo, hogy a, b, ¢ és z, y, z egyidejd ciklikus felcserélésével a baloldal atmegy T—2
)
2
illetGleg T ¢ —-be, mig a jobboldal 6nmagaba megy at. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk, arra az esetre, ha

x # £1, y;é:tl ész#+1,a#0,b#0,c#0.
Vizsgaljuk meg, mi a helyzet a kizart esetekben.
1. Ha b = ¢ = 0, akkor az els6 egyenletb6l a = 0. Ez az eset figyelmen kiviil hagyhato.
Ha pl. ¢ =0, b # 0, akkor az els6 két egyenletbdl

Innen z = +1 és a harmadik egyenletbél
Y= :I:%x = Fz

(vagy mindkét helyen a fels, vagy mindkét helyen az alsé eljel veends) x tetszoleges lehet. Ez esetben tehat a
kovetkezményben szerepld els6 két tort egyenld, a harmadik értelmetlen.

2.Haa#0,b#0,c#0,depl. x = =+1, akkor kell, hogy az 1 — z%-re kapott tort kifejezés szamlaloja 0 legyen.
Mivel pedig az az a, b, ¢ folcserélésével nem valtozik, igy egyszersmind 1 — y? = 1 — 22 = 0 adodik, tehat a feladat
kovetkezményében szerepld mindharom tort értelmetlen.

II. megoldas: Kikiisz6bolve z-t (1)-b6l és (2)-bdl, nyerjiik, hogy
c(ay — bx) = a® — b°.
Ebbe c értékét 3-bol behelyettesitve
a® — b* = (ay + bx)(ay — bx)a*y* — b2

Ez igy is irhato
a*(1—y?) = b°(1 - a?),
ami egyenértékd a bizonyitando elsé egyenldséggel. Hasonléan kapjuk a mésodik egyenlGséget.

Megjegyzés: Az 1. megoldasban felismerjiik, hogy amennyiben a, b, ¢ valamely haromszog oldalainak mértékszamai,
akkor x éppen cosa.
A feltételi egyenletek ez esetben a kovetkezGkbe mennek at:

a =bcosvy + ccos f, b= ccosa+ acos~, c=acosf+bcosa.



Ez az oldalak elGallitasa a masik két oldal vetiileteként. A bizonyitandé allitasban pedig a sinus-tételt ismerhetjiik fel.
Ez a trigonometriai Osszefiiggés csak specialis esete a feladat allitasanak, mert a bizonyitott tételiink akkor is
érvényes, ha a, b, ¢ tetszésszerinti szamok.
E trigonometriai 0sszefiiggésre tobb versenyz6 ramutatott. Volt olyan is, aki — mint lattuk, tévesen — a trigonometriai
Osszefiiggést a feladat allitasaval egyenértékiinek vette, és ennek alapjan vélte a kivant bizonyitast szolgaltatni.

3. feladat.

A feladat megoldaséara a versenyzdk tobbsége felhasznalta a haromszog alkotorészei kozti legkiilonfélébb Gsszefiig-
géseket és sokan hosszabb szamitasok utén jutottak csak el a feladat igazolasahoz.

Ezen megoldasi moédok koziil talan a legegyszeriibb a sinus és cosinus-tétel felhasznalasaval az oldalakat kdzvetleniil
bevonni a szamitasunkba.

I. megoldas: Mivel

9 cos’a 1—sin*a 1
ctg o = — 5 = ) =32 1,
sin” v sin” o sin” v

azért
1 1

+ + -3.
a sin?f  sin?ny

1
ctga + ctg?f + ctg’y = — 5
sin

Tehat a bizonyitandé egyenlétlenség ekvivalens a kovetkezével:

1 1 1

+ +
sina  sin?fB  siny

> 4.

(1)

Szorozzuk meg (1)-et sin® y-val

.2 2
S+ 2L 1 > dsin? g = 4(1 - cos?y) = 4 — dcos? .
sin®a  sin? B

A sinus-tétel, ill. cosinus-tétel alapjan ez az egyenl6Stlenség igy is irhato

—+—=+1>4—-4
Tl 2ab a?b?

c2 c2 (a2+b2—02)2 . (a2—|—b2—cz)2
az 2

Mindkeét oldalt a®b*-tel szorozva
b2c? + a?c? + a®b? > 4a%? — (a4 + bt 4+t + 2020 — 2022 — 2b2c2),
azaz rendezve
(2) a* + bt + ¢t > a®b? + aP? + bR
Mindkét oldalt 2-vel szorozva, és 0-ra redukalva
2a* + 2b* + 2¢* — 2a20% — 2a>? — 2b3¢2 >0,
ami igy is irhato
(3) @@=+ @2 =)+ -2’ >0.
Ez azonban nyilvanval6, mert valdés szamok négyzete nem lehet negativ. EgyenlGség jele csak a = b = ¢ esetén
érvényes.

Mivel csupa egyenértéki atalakitast végeztiink, azért (3)-bol kiindulva visszafelée kovetkesztetve (1)-hez jutunk.
Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés: Sok versenyzo6 jutott el (2)-hoz, de a befejezs 1épést nem talalta meg.

II. megoldas: A bizonyitandd egyenl&tlenség baloldalat alakitsuk &t a kovetkezGképpen

[(ctgza + ctg26) + (ctg B + ctg27)+

N~

ctg?a + ctg?B + ctg?y =
+ (ctg27 + ctg2a)] =

1
= 5 [(ctga —ctg B)* + (ctg B — ctg7)® + (ctgy — ctg)’]+

+ ctgactg B+ ctg B ctgy + ctgyctga.



Felhasznélva, hogy a + 8 + v = 180°, kapjuk, hogy

ctgactgf—1
t = —ct = -
ctgy = —ctg (o + ) pr————"
és ebbdl ctg o + ctg B-val szorozva és atrendezve
(4) ctgactg B+ ctgPctgy + ctgy +ctga = 1.

Ezt a fent nyert azonossigba helyettesitve
1
ctg?a + ctg?B + ctg?y = 1+ 3 [(ctg a — ctg B)? + (ctg 8 — ctgy)® + (ctgy — ctg 05)2] > 1.

Egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha a h&drom cotangens érték egyenld, ami egy haromszog szogeire csak ugy
kovetkezhetik be, ha o = 8 =+ = 60°.
A cotangensek négyzetdsszege a minimalis 1 értéket tehat egyediil a szabalyos haromszogre veszi fel.

Megjegyzés: Felhasznalhatjuk kozvetleniil a szamtani és mértani kozép kozotti — a tananyagbol ismert — egyenlét-
lenséget:

ctg?a + ctg? ctg? B + ctg?
g . gﬁ+ gﬁ2 g7

ctg?a + ctg?f + ctgy =

ctg?B + ctg?a
n g B g

5 > ctgactg B+ ctg fctgy + ctgyctga.

Most méar csak (4)-et kell bizonyitanunk. (A II. megoldas masodik atalakitasa ennek a bizonyitasat tartalmazza.)



