Alabb kozoljiik a haladok (II. osztalyosok) versenyén kitiizott feladatok megoldésait:
1. fordulo
1. feladat: Igazoljuk, hogy

Vv -1 vai

egész szam.

2
I. megoldas: A gyokjel alatti kifejezések igy alakithatok at: 7+ v24 = 6 +2v6 +1 = (V6 + 1), és hasonléan
7—V24=(V6- 1)2. Mivel V6 > 1, igy a gyokmennyiségek pozitiv értekét véve

\/7+\/ﬂ—\/7—\/2—:(\/6+1)—(\/6—1):2.

ami valéban egész szam.
Célhoz érhetiink azonban a felhasznalt dtalakitas lehet&ségének észrevétele nélkiil is.

II. megoldas: A vizsgalando érték pozitiv. Szamitsuk ki a négyzetét:

2
(\/7+x/ﬂ—\/7—\/ﬂ) =7+V24-2/19-244+7-V24=14-2.5=4.

Igy a két gyok kiilonbsége 2, ami valoban egész szam.
Jegyzet: Hasonléan belathatd, hogy ha a > 0 és 0 < b < a, akkor

(\/a+\/5j:\/a—\/5)2=2aj:2 a?—b.

Megjegyzés: A legnagyobb hiba, amit a versenyzsk egy része elkdvetett az volt, hogy a négyzetgyokok értékét
szamitotta ki kozelitdleg tizedestortekben, és igy vélte a kivant igazolast szolgaltatni. — Igen sokan nem vették észre,
hogy a vizsgalando kiilonbség pozitiv, és értékének a » —2«-t is megadtak.

2. feladat: Adva van egy kir és a kéron kivil fekvé P pont. Szerkessziink P-t6l a korhoz érintdket, és jeloljik
az érintési pontokat A-val és B-vel. A kirnek B-vel dtellenes pontja legyen D. Bocsdssunk az A pontbdl merdleges
egyenest a BD dtmérdre, ennek talppontja legyen C. Bizonyitsuk be, hagy a PD egyenes felezi az AC szakaszt.

I. megoldas: Legyen AC és DP metszéspontja F, tovibba messe a PA egyenes a kor D-ben hizott érintGjét
F-ben (1. abra).

1. dbra

Bebizonyitjuk, hogy F a BPF D trapéz atléinak metszéspontja. Egyrészt
FD=FA és PA=PB,

mint egy pontbol hizott érinték. Az 4tlok metszéspontja az atlokat a parhuzamos oldalak aranyaban osztja, ugyanuigy,
mint A az F'P szakaszt, tehat az A-t az atlok metszéspontjaval 6sszekots egyenes parhuzamos a parhuzamos oldalakkal
s igy azonos az AC egyenessel.



Ismert tétel szerintl] az 4tlok metszéspontja felezi a rajta at a parhuzamos oldalakkal parhuzamosan hizott szakaszt,
s igy a feladat allitasat igazoltuk.

II. megoldas: Messe DA meghosszabbitasa BP-t Q-ban (2. abra).

2. dabra

Mivel az ABP héaromszog egyenls szaru, igy az ABQ derékszogi haromszoghben a PAQ és PQA szogek egyenls
szogeket potolnak 90°-ra vagyis az APQ haromszog is egyenls szaru. Igy QP = PB, tehat DP a BDQ haromszog
siulyvonala, tehat felezi a BQ-val parhuzamos AC szakaszt is, és ez volt a bizonyitando.

III. megoldas: Az AD egyenes parhuzamos a P pontot a kor O kozéppontjaval 6sszekots egyenessel (3. abra).

3. dbra

Ugyanis az AB egyenes meréleges AD-re. Thales tétele szerint, PQ-ra pedig azért, mert utobbi szogfelezGje, az
elébbi pedig alapja az AP B egyenl@szart haromszognek.

Mivel O felezi a BD szakaszt, ezért P is felezi a BP egyenesnek B-t6l az AD egyenessel valo Q metszéspontjaig
terjedd szakaszat. D P tehat stulyvonala a BD@Q haromszognek s igy felezi a BQ-val parhuzamos AC szakaszt is. Ezzel
igazoltuk a feladat allitasat.

! Matematika gimnaziumok II. osztalya szamara. Tankonyvkiado 1953. 30. old.



Jegyzet: AD és PO pérhuzamossaga sok mas tton is belathato, példaul igy: az ADB keriileti szog fele az AOB
kozépponti szognek (3. abra). Mivel a két szog B-n atmend szarai egy egyenesbe esnek, igy AD parhuzamos a kdzépponti
szog felezGjével, ez pedig a PO egyenes, mert a PAODB négyszog deltoid.

Megjegyzés: Itt a leggyakoribb hiba az volt (mint az a bizonyitasi feladatnal altalaban lenni szokott), hogy a
bizonyitando tétellel egyenértéki allitdst hasznéltak fel a versenyzdék bizonyitas nélkiil. Pl. az 1. abraban feltételezték,
hogy BFE és F'E szakaszok egy egyenesen vannak stb.

3. feladat: Az ABC egyenldoldali hdromszdg oldala 52 m. A hdromszég A és B csicspontjdbol egyszerre indul
egy-egy pont, az AC oldalon 3 m/sec, ill. a BC oldalon 4 m/sec egyenletes sebességgel és halad C-ig. Mikor lesz a két
mozgd pont eqymdstol mért tavolsdga egyenld a hdromszog magassdgdval?

Megoldas: Legyen ¢t masodperc mulva az A-bol induld pont helyzete P, a B-bdl indul6é Q. Jeloljiik @ vetiiletét
az AC egyenesen R-rel (4. abra).

4. dbra

Szamitsuk ki a PQR derékszogl haromszog befogoit.
QC =52 — 4,
s igy a CQR 60°-0s derékszogi haromszoghol

CR:Q_;:QG—%, QR = RCV3 = V/3(26 — 2t),

tehat
PR =52—-3t— (26 —2t) =26 —t.
A feladat kovetelménye szerint PQ-nak 261/3 méternek kell lennie, ebbél a
PQ* = QR>+ PR? =3(26 — 2t)* + (26 — t)* = 3 - 26,
13t% — 14 26t + 26* = 0
egyenlet adodik, vagy 13-mal osztva
> — 28t + 52 =0.

Innen
t, =2, to = 26.

A maésodik gyok nem jon szamitasba, mert 26 mésodperc mulva mar mindkét pont a megfelels oldal meghosszabbitdsan
mozogna, igy 2 masodperc milva kdvetkezik be a kivant helyzet.

1
Megjegyzés: A versenyz6k egy része nem jott ra arra, hogy CR = §CQ.

II. fordule

1. feladat: Melyik az az iddpont 2 és 3 ora kézdtt, amelyhez taldlhato 6 és 7 dra kézotti idépont ugy, hogy a két
iddpontban az dramutatok dlldsa — felcserélt mutatokkal — megegyezik.

I. megoldas: A mutatoknak az oralapon megtett atjat célszerd a teljes koriiljaras 60-ad részével (a nagymutato
1 percnyi utjaval) vagy 12-ed részével (a kismutatd egy orai ttjaval) mérni.

A 2 és 3 ora kozti mutatoallasnél legyen a kismutatonak a 2 6ratol kezdve megtett utja, a koriiljaras 60-ad részében
mérve z. Ekkor a kismutaté a 12-es szamtol 10 + x egységnyire van, a nagymutaté pedig 12z-nyire.



Ha 6 o6ra utan y egységnyit mozdult el a kismutatd a felcserélt mutatékkal ugyanezen allashoz, akkor a mésodik
helyzetben a kismutaté 30 + y-nyira a nagy pedig 12y-nyira van a 12-est6l. Feltétel szerint

10+ 2 = 12y,
122 =30+vy
kell hogy legyen. Innen
L 30,8150 T
T3 w3 YT 13T 1

Tehét a keresett idGpont
7
2 ora 31@ perc (= 31 p 2,9 mp).

A megfelels id6pont 6 és 7 6ra kozott

) 84
6 oOra 121743 perc (=~ 12 p 35,2 mp).

II. megoldas: Az ismeretlenek meghatarozasara abbdl is nyerhetiink egyenleteket, hogy barmely id6pontban olyan
ardnyban osztja a kismutaté a két szomszédos egész orat jelols szam kozti ivet, mint amilyen a 12-es szamtoél az egyik
és masik irdnyban a nagymutatoig terjedd ivek ardnya.

Valasszuk egységnek a teljes kor 12-ed részét, a kérdéses mutatdallasnal legyen az egyik mutatd a 2-es szdm utan
x beosztassal, a méasik a 6-os utan y beosztassal. Ekkor a fenti megjegyzést a 2 és 3 6ra kozti idére vonatkoztatva

x 64y
l—2 6-y’
6 és 7 ora kozotti mutatoallast tekintve pedig
y 24z
-y 10—z’

Ezekbasl
122 =6+, 12y =2+ x.
Ha még tekintetbe vessziik, hogy itt a mértékszamok 6todei az el6z6 megoldasban szerepld x és y értékeknek, akkor

lathatjuk, hogy lényegében az ott szerepls egyenletrendszert kaptuk vissza.

III. megoldas: Egy ismeretlennel is megoldhatjuk a feladatot. Az els6 megoldas jeldléseit hasznalva a kis és
nagymutaté helyét 2 és 3 6ra kozt a 10 + = és 12x elfordulésok adjak most. Ha most a kismutaté van 6 és 7 kozt a 12x
helyen, akkor a nagymutato helyzetét a 12(12x — 30) elfordulas jelzi, tehat

10 + z = 12(12z — 30).

Itt tulajdonképpen nem tettiink egyebet, mint hogy okoskodas utjan kiiszoboltiik ki az els§ megoldas egyenletrend-
szerében szerepld y(= 12z — 30) ismeretlent.

Jegyzet: Sokan valasztottak a mutatok helyzetének meghatarozasara a kovetkezs utat (az elfordulasokat ismét a
teljes kor 12-ed részével mérve): A 2 és 3 6ra kozti mutatod allasanal a nagymutatod 6 és 7 kozt van. Ez azt jelenti, hogy a
kicsi a 2-es szamtol legalabb 6/12 és legfeljebb 7/12 tavolsagra lehet. Ekkor 6 és 7 6ra kozt a nagymutato van a 12-est6l

o 6 30, 7 31 . i n . - . . 30 :
szz)jmltva 2+ = 12 és 2+ 15 = 12—de1 jelzett hatarok kozt, tehat a kicsi a 6 utan legalabb 144—de1, de legfeljebb
m—del kell hogy legyen. Ekkor azonban a nagymutaté is ezen hatarok kozt van 6 és 7 kozt, vagyis a 12-t6l mérve

i 30 894 | . 31 895 . . . - . . " .
legzlabb 6 + T = még;; legfeljebb 6 + = 144—ny1re. Igy a kismutatordl azt is tudjuk, hogy a 2-est6l legalabb
@—nyire és legfeljebb @—nyire van. Hasonléan sztikithetSk egyre jobban a mutatok helyzetére adhaté hatarok. Pl.

1/123 = 1/1728-ad beosztas (vagyis b perc ugyanennyied része) kevesebb mint 0,2 masodperc, tehat mar a kapott
értékek is jo kozelitést adnak. Alkalmas ez a fokozatos kozelitési eljaras a pontos érték meghatarozasara is, azonban
ennek a keresztiilvitele lényeges 1j fogalmak tisztazasan keresztiil torténhetne csak, ami nem allna ardnyban a feladat
nehézségével.

Megjegyzés: FelttinGen sok versenyz& idegenkedett a pontos eredményt szolgaltaté kozonséges tortektsl és inkabb
kozelits értéket szolgaltato tizedestortekkel szamolt pontatlanul.

2. feladat: Szerkessziink hdromszdget, ha adna van az egyik oldala, a, és a mdsik két oldalhoz irt (kivilrél érintd)
korék op €s o. sugara.

I. megoldas: A feladatot megoldhatjuk szamitas segitségével. Jeloljiik az érint6korok kozéppontjat Op és O.-vel,
érintési pontjukat a BC egyenesen Ty, és T,-vel (5. abra).



a BS-C( 7;

5. dbra

Ismeretes, hogy BT, = CT. = s, ahol s a haromszog keriiletének felét jelenti. B-t Gsszekotve a korkozéppontokkal
tudjuk, hogy BOy és BO. a haromszog B-nél levs belsé és kiils6 szogfelezsi, és igy egyméasra merdlegesek.
Ebbél kovetkezik, hogy

BO.T.<< = OyBTy<,

O. 1. BT, e
=_—— 77
T.B T,0’

mint merélegesszara szogek egyenlék, kovetkezsleg BO T, és Oy BT, haromszogek hasonlok. A befogok ardnyat felirva

S
= —, 82—as—gbgc:O.
s§—a O
Innen s-et kiszdmitva (a pozitiv gyokot véve)

@y (a)2+
s== = o
5 5) T

Ez a tavolsag megszerkeszthetd; a masodik tag pl. a kovetkez6 moédon: mérjiik fel egy egyenesre kozos P pontbol
ellenkezd irdnyban a PQ = gp, PR = p. tavolsagot (6. abra).

6. dbra

Az egyenesre P-ben emelt merdleges messe a QQR, mint atmérd folé emelt félkort S-ben akkor — mint ismeretes —
PS = ,/ob0c. P-b6l felmérve a QR egyenesre (barmelyik irdnyban) a PT = a4 tavolsagot

5T =PI P = /(%) + e

s = BTy, = CT,, alapjan a BC egyenesen megszerkeszthetjiik a Tp, és T,, pontokat. A tobbi mar trivialis.

II. megoldas: Az el6z6 megoldas jeloléseit haszndlva, ott azt lattuk be, hogy az OO, szakasz a B pontbol — és

természetesen ugyanigy a C pontbdl is — derékszogben latszik. Ezt az el6bbinél sokkal egyszertibben is felhasznalhatjuk
a haromszog megszerkesztésére. A nyert Osszefliggés szerint az O,O., mint &tmérs folé emelt félkér atmegy B-n és C-n
(7. abra).



7. dbra

A kor K kozéppontjabol a BC egyenesre bocsatott mer6leges egyrészt felezi a BC' szakaszt, mint a kor huarjat,
masrészt hossza, mint az O, T, T,.0, trapéz kozépvonala CLN hosszisagu.
Ennek alapjan a szerkesztés a kovetkezSképpen torténhetik: Egy a hossziusagi BC szakasz D felez6pontjaban
b + Oc
DK = 5

hossziisagt merdlegest emeliink (8. dbra).

8. dbra

Megrajzoljuk a K kozépponti B-n és C-n dtmend kort és ennek a KD egyenestSl a C' pont felé esG félkorét
elmetssziik a BC egyenestdl g, tavolsagban. Az O, pont koriili, BC' egyenest érint6 kor B-bdl és C-bgsl hiazott érintGje
lesz a haromszog masik két oldala.

Be kell latnunk, hogy a haromszog megfelel a feltételeknek, tehat hogy c oldaldhoz hozzéirt kor g., sugart. Azt
mutatjuk meg, hogy e hozzairt kor kdzéppontja a K kdzépponttal rajzolt kér O, pontjaval atelenes O, pont és ez a
BC egyenestdl g, tavolsagra van. Az el6bbi kdvetkezik abbol, hogy O., a hdromszdg C' pontban levs belsd szogének és
a B csucsu kiilszognek a szogfelez6in van. Ennek igazolasara tekintsiik az Oy kdzéppontu gy, sugari kort. Ez szerkesztés
szerint hozzairt kore a haromszognek, tehat O,C felezi a C' csticsnal levs kiils szoget, O, B pedig a B-nél levs belsé
szoget. Igy a CO,. és BO, egyenesek, amelyek az elébbiekre merélegesek, valoban felezik a C-nél levs belss szoget, ill.
a B-nél levé kiils6 szoget. Masrészt Op-bdl és O.-bsl merdlegest bocsatva a BC' egyenesre trapézt kapunk, amelynek

Op-b6l indulé parhuzamos oldala g, hosszisagu, K-bol induld kézépvonala pedig % hosszusagt. Igy az O.-bol
indul6 oldal hossza valéban o..

II1. megoldas: Készitsiink vazlatot (7. 4bra). A C' A oldalhoz hozzairt g, sugara kor érintse a BC' egyenest D-ben,
CA-t E-ben, az AB oldalhoz hozzairt g. sugara kor C' A-n levs érintési pontja legyen F'; a haromszog keriiletének felét
jeloljiik s-sel.

Ekkor

BD =CF = s, CD=CE=s—a,

tehat
EF=CF=CE=s—(s—a)=a.



Ennek alapjan a kovetkezs szerkesztés nyerhets: FF' = a hosszisagu szakaszhoz rajzoljunk ellenkezé oldalrél E-ben
érintG gy, sugart és F-ben érint6 o, sugara kort (9. dbra).

9. dbra

Szerkessziik meg a masodik belsg kozos érintét és egy kiilsé k6zos érintét. Az érinték zarjak kozre a kivant harom-
szoget. Jeloléseket az dbra szerint valasztva azt kell igazolnunk, hogy BC' = a, ez pedig a fenti szamolashoz hasonléan
kovetkezik:

a=FF=CF-CE=s—CFE=DB-DC=CB.

Megjegyzés: A helyes megoldok tobbsége csak bonyolult szamitasokkal oldotta meg a feladatot.

3. feladat:. A sik 20 egyenese, melyek kozott parhuzamosak nincsenek, legfeljebb hdny részre osztja fel a sikot? Ezek
kozott hdny sikrész véges tertletd?

Megoldas: Azt fogjuk megallapitani, hogy egy tjabb egyenes meghiizasa mennyivel novelheti a sikrészek szamat.
Az els6 egyenes a sikot két részre osztja. Egy méasodik egyenes, ha metszi az els6t, mindkét sikrészbdl egy-egy tdjabb
sikrészt valaszt le, s igy két egyenes 4 részre osztja a sikot. Egy harmadik egyenes, ha metszi az els6 kett6t kiilonbozs
pontokban, akkor harom sikrészt oszt Gjra ketté, s igy 3-mal szaporitja a sikrészek szaméat. Egy negyedik egyenes
annyi sikrészt oszt tovabb, ahany részre ezt az egyenest az el6zkkel valo metszéspontjai osztjak. A negyedik egyenes
tehét legfeljebb 4-gyel szaporithatja a sikrészek szamat, annyival akkor, ha mindegyik egyenest metszi, de nem megy
at semelyik ketté metszéspontjan.

Altalaban ha n — 1 egyenes van a sikban és meghtizunk egy n-ediket ezt az el6z6kkel valo metszéspontok részekre
osztjak (véges szakaszokra és a két széls6 metszésponttol végtelenbe nytlo két félegyenesre). Az egyenes minden egyes
része egy-egy sikrészt kettéoszt. Az n-edik egyenesnek az el6z6kkel maximaéalisan n — 1 metszéspontja lehet (ha nem
megy at az el6z6 egyenesek metszéspontjain), és ezek n-részre osztjak az egyenest. Ha tehat 20 egyenest egymésutan
htizunk meg, az els6 két részre osztja a sikot, a tovabbiak sorra 2,3,4,...,20-szal szaporitjak a sikrészek szamat, ha
nincs koztiik parhuzamos és semelyik 3 egyenes nem megy at egy ponton. Igy 20 egyenes

2424+3+4+...+20=2+(2420)+(3+19)+ (4+18) + ...+ (10+12) +11=2+9-22+ 11 = 211

részre osztja a sikot.

Egymas utan htzva az egyeneseket, végtelenbe nyuld sikrészek csak végtelenbe nyaléd sikrészekbdl keletkezhetnek.
Végtelenbe nyulé sikrész elvagésa esetén csak akkor lesz mindkét rész végtelenbe nyild, ha a részekre oszt6 egyenesnek
végtelenbe nylo része osztja ketté, mert a feltétel szerint nem lehetnek az egyenesek kozott parhuzamosak. Igy minden
egyenes 2-vel szaporitja a végtelenbe nyul6 sikrészek szamét. Mivel ez els6 egyenes is 2 végtelenbe nyuld részre osztja
a sikot, igy kétszer annyi a végtelenbe nyul6 sikrészek szama, mint az egyeneseké. Specialisan a 20 egyenes szolgaltatta
sikrészek koziil 40 lesz végtelenbe nyulo.

Jegyzet: 1. Ugyanugy akarhany egyeneshez meghatarozhatjuk, hogy mekkora a legtobb sikrész szdma, amelyre ennyi
egyenessel fel lehet a sikot osztani. A sikrészek megszamlalasahoz azt kellett tudni, hogy a keletkezs metszéspontok
az egyenest hany részre osztjak. Hasonl6é gondolatmenettel tovabb is lehet menni annak meghatarozasara, hogy adott
szamu sikkal a teret hany részre lehet osztani.

2. A végtelenbe nyuld sikrészeket Osszeszamlalhatjuk a kovetkezGképpen is. Keritsiik koriil az egyenesek Gsszes
metszéspontjat pl. egy elég nagy korrel. Ez a kor a végtelenbe nyilé sikrészeken halad keresztiil, mindegyikbe egy
ive esik; mivel parhuzamos egyenesek nincsenek, nem eshet két iv ugyanabba a sikrészbe, igy annyi sikrész nyulik a
végtelenbe, ahany részre az egyenesek a kort osztjak. n egyenes esetén ezek a kort 2n pontban metszik és ugyanennyi
ivre is osztjak, tehat n egyenes esetén: 2n, specidlisan 20 egyenes esetén: 40 a végtelenbe nyul6 sikrészek szama.



Megjegyzés: Szamos versenyzd a feladat szovegében szerepld »egyenes« fogalmat Osszetévesztette a »szakasz« fo-
galmaval. Természetesen megoldast nem talalhatott.



