Alabbiakban kozoljiik a kezddk (I. osztély) versenyén kitiizott feladatok megoldésait.
Az I fordulo feladatai:

1. feladat. Egy motorcsonak sebessége a km/dra, eqy gbzhajoé b km/ora. Mindkét jarmd az AB wutat teszi meyg,
de a motorcsonak csak akkor indul, mikor a hajé mdr d km-t meglett. Az utébbi mégis n dordaval késébb érkezik B-be,
mint az elébbi. Mekkora az AB tdvolsdg?

I. megoldas. A motorcsénak az AB = x km tavolségot

a
ora alatt teszi meg. A motorcsonak induldsatol kezdve a hajo x — d km-t tesz meg B-ig; ezt b km/ora sebességgel

haladva
T —d

b
ora alatt teszi meg. Ez n 6raval tobb, mint a motorcsénak menetideje, tehat

x—d_g+n
b a '

Innen
(a —b)x = ad + abn,
tehat ha a # b, akkor
a(bn + d)
a—b
Az a, b, d, n adatok pozitiv szamok és a megoldasnak is csak akkor van értelme a feladat szempontjabol, ha pozitiv.
A feladatnak tehat csak akkor van megoldéasa ha a > b (ez nyilvanvalo is), és akkor mindig van egy megoldésa.

AB=x = km

II. megoldas. A feladatnak nyilvanval6an csak akkor lehet megoldasa, ha a > b. Ekkor a motorcsoénak éréanként
a — b km-t hoz be a g6ézhajé elényébsl. A motorcsonak az AB uton utoléri a hajot, st még akkora elényt is szerez,
amennyit a hajo n o6ra alatt tud megtenni, vagyis bn km elényt. A d km hatrany behozasahoz és a bn km elény

megszerzéséhez

d+bn
ora,
a—>b

idére van sziiksége a motorcsonaknak. Ennyi idS alatt teszi tehat meg az AB utat, s igy a megtett ut hossza

bn+d

AB:aa_b

km

2. feladat. Az ABCa A csiucsdbdl kitndulo belsd szdgfelezd messe a BC = a oldalt eqy D pontban, a kiilsé szdgfelezd
pedig ugyanennek az oldatnak meghosszabbitdasdt eqy E pontban. Milyen dsszefiiggés van az ABC hdromszdg szdgei
kézott, ha AD = AE?

Megoldas: A bettizést az 1. 4bra mutatja.

1. dbra

Mivel a feltétel szerint az ADFE A egyenls szaru, a bels és kiilsé szogfelezd pedig egyméssal merGleges azért
ADB< = 45°,

és igy
ADC<« = 135°.



Az ADC, ill ADB héaromszogekre a kiils6 és belss szogek kozotti Osszefiiggést felhasznalva

(07

) 745 =45,
@) v+ g — 135°,
(1) és (2)-bdl kovetkezik, hogy
B=135"— 5 = 135° — (45° —7) = 90 +7,

és igy
a=180° — (8 + ) = 180° — (90° + 27) = 90° — 2+.

Tehat a haromszog szbgeire fennall,
(3) v < 45° 8 =90°+ 1, a=90° — 2.

Forditva, ha a (3) alatti Osszefiiggések teljesiilnek, akkor «, 5 ~ mind pozitivok, és Osszegiik 180°, és igy szer-
keszthet6 (pl. kiindulva egy tetsz6leges 45°-nal kisebb v szdgbdl) olyan haromszog, amelynek ezek a szogei. Ebben a
haromszogben teljesiilnek az (1) a (2) alatti egyenléségek, vagyis az ABCa  « szogének AD felezSje a DB irannyal

«
— = 45°
2 7

nagysagu szoget zar be. Ha AE az « sz0g kiils6 szogének a felezGje akkor EAD< = 90°, és igy AED< — 45°, vagyis

ADEA egyenl szarta azaz
AD = AE.

Tehat a (3) alatti Osszefiiggések teljesen jellemzik a feladat kovetelményeinek megfelels haromszogeket.
3. feladat. Két szdm negyedik hatvdnyinak kilonbsége mikor oszthatd 5-tel?

I. megoldas: Ottel valo oszthatosag eldontésére elegendd egy szam utolsd jegyét nézni. Hatvany utolso jegye
viszont csak az alap utolséd jegyétdl fligg, igy egyszerd szamitassal adodik, hogy a negyedik hatvany utolsé jegye, ha

az alap utolso jegye
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Sorra
0,1,6,1,6,5,6,1,6, 1

lesz. Két negyedik hatvany kiilonbsége tehat 0-ra vagy 5-re végzddik, s igy oszthaté 5-tel, kivéve azt az esetet, ha az
egyik hatvanyozott szam oszthato ottel, a mésik pedig nem.

II. megoldas. Annak eldontésére, hogy egy kiilonbség oszthato-e 5-tel, elég ezt a maradékot nézni, amely adodik,
ha a kisebbitendét, ill. kivonandét 5-tel osztjuk.

Sziikségiink lesz ennek megvizsgalasihoz arra az észrevételre, hogy egy szam négyzete 5-tel osztva ugyanazt a
maradékot adja, mint az 5-tel valo osztasbol szarmaz6 maradékanak a négyzete. Valoban, ha

a=>5k+r,

akkor
a® = 25k% + 10kr + r? = 5(5k% + 2kr) + 12,

s igy a’-nek 5-tel osztva ugyanannyi a maradéka, mint r*-nek.
Legyen most méar a és b két egész szam.
Ekkor
a® —b* = (a — b)(a + b)(a® + b?).

Ha a két szam ugyanannyi maradékot ad 5-tel osztva, akkor az elsé tényezs oszthato 5-tel. (Beleértjiik azt az esétet
is, ha mind a két szam oszthato 5-tel, azaz ha mindkét maradék 0.) Ha a két szam maradéka 1 és 4, vagy 2 és 3, akkora
mésodik tényezd oszthato 5-tel.

Maradnak még azok az esetek, amelyekben a két szdm maradéka 1 és 2, 1 és 3, 4 és 2, 4 és 3, mert ha az egyik
szam 0 maradékot ad, a masik pedig 0-t6l kiilonb6z6 maradékot 5-tel osztva, akkor a negyedik hatvanyok kiilonbsége
nyitvan nem oszthatoé 5-tel. Az 1 és 4 maradékot add szamok négyzete 1-et, a 2 és 3 maradékot ad6 szamok négyzete
pedig, 5-tel osztva, 4-et, ad maradékul, s igy a hatralevé négy esetben a fenti szorzat harmadik tényezdje oszthatd
5-tel.

Azt nyertiik tehat, hogy két szam negyedik hatvanyanak kiilonbsége csak akkor nem oszthato 5-tel, ha az egyik
szam oszthatd 5-tel a mésik nem,



Jegyzet: Vélasszuk b-t 1-nek, ekkor eredményiink azt adja, hogy
at—1

mindig oszthat6 5-tel, ha a nem oszthato 5-tel. Ez specidlis esete Fermat kovetkezs nevezetes tételének: ]
Ha p primszdm, a pedig barmilyen p-vel nem oszthatoé szdm, akkor

aP~t -1

oszthato p-vel.
A II. fordulo feladatai:

1. feladat. Egy hdromszog o és B szégének szdgfelezdje messe a hdromszog kéré irhatd kért a D és E pontban.
Mekkora szogeket zdr be a DE szakasz a hdromszog v szogének szdgfelezdjével?

I. megoldas. Legyen a C-bol indulod szogfelezs és DE metszéspontja F, a szogfelez6k metszéspontja O. (2. abra.
— Felhasznaljuk tehét azt a tételt, amely szerint a belsé szoglelezSk egy pontban metszik egymast.)

2. abra

Ekkor, mint az AOCx kiils6 szoge

COD<«=FOD«1=—+

|2
B2

A keriileti szogek tétele szerint

ADE<=0ODF« = g

Igy a DFO haromszoghél

DFO< = 180° — (ODF< + FOD<) = 180° — ST 557 _ gge.

DFE tehat mer6leges a C-b6l indulo szogfelezdre.

II. megoldas: A D ill. E pont felezi a koriilirt kornek a BC, ill. AC oldalak folotti ivét. Igy az egyenls iveken
nyugvo keriileti szogek egyenld volta miatt a CDOFE négyszogben a DE atlo felezi a végpontjainal levd szogeket (3.
abra), tehat szimmetria-tengelye a négyszognek. (A négyszog deltoid.)

3. dbra

!Lasd pl. Faragt Laszlo: > A szamelmélet elemei< c. szakkori fiizet 75. old.



Mivel C' és O egymas tiikorképei D E-re nézve, azért
DE 1 CO,

de CO a C-bdl indulo szogfelezs, mert O-n kell atmennie a harmadik szogfeleznek is.

II1. megoldas: A CDOEFE négyszog deltoid voltat a kovetkezSképpen is bizonyithatjuk:

Ha a B és C pontokat rogzitjiik és A végigfut a BEC iven, akkor O annak a kérnek BC ivén fut végig, amelynek
kozéppontja D (3. abra — lasd a tavaly A. D. verseny I. fordulé 1. feladatat a K. M. L. 1954 oktoberi szamaban).
Hasonloképpen A és C rogzitése és a B pont mozgasa esetén O mértani helye az E kozéppontu AC koriv. Tehét

DC = DO és EC =FEO,

ami bizonyitand6 volt.
*

A tovabbi megoldasok nem hasznaljak fel a szogfelez6k metszéspontjara vonatkozo tételt.

IV. megoldas. Jelolje G a C-bgl huzott szogfelez6 metszéspontjat a korrel (4. abra).

4. dbra

D, E és G felezik a haromszog oldalai feletti koriveket. Hazzunk D-bél parhuzamost C'G-vel. Legyen ennek mésodik
metszéspontja a korrel H. Ekkor

CH =CD,
igy az EAGH kbriv a harom oldal folotti korivnek felerészeib6l tevodik Ossze, vagyis féelkor.

Ebbél kovetkezik, hogy
EDH< =90°,

és igy a DH||CG 06sszefiiggés folytan
DFE | CG.

Megjegyzés: Tulajdonképpen azt az altalanos tételt bizonyitottuk az itt szerepls specialis esetre, hogy két hur szoge
akkora, mint a szog és csucsszogével szemkozti ivek Osszege f6lotti keriilet szogek a korben. Az itt hasznélt bizonyitéas
tetszés szerinti hirokra atvihetd.

A feladat néhény tovabbi megoldéasa lényegében e tétel mas segédvonalak alapjan torténd bizonyitdsaiban allt.
(Ezeket itt nem kozoljiik.)

V. megoldas: Messe a DFE egyenes az AC és BC oldalt K-ban és L-ben. T6bb versenyz6 azt mutatta ki, hogy a
CK L haromszog egyenld szara. Ebbél kovetkezik, hogy DE meréleges a C-bél induld szogfelezdre, mert egyenlszara
haromszogben az alap és a csicsnél levs szog szogfelezdje merdlegesek egymaésra.



5. dbra

Az egyenl6szarusag példaul igy lathato be egyszerten: Mivel E felezi az AC korivet, D a BC korivet (5. abra),
azert
CED<=BCD« é ACE<«=CDE«,

mint egyenls koriveken nyugvo keriileti szogek. Ebbdl kovetkezik, hogy a CK Ea és DLC A harmadik szogei is egyenldk,
amelyek egyben a CK La haromszog K-nél és L-nél levs kiils6 szogei.
Igy a CK L haromszog egyenls szart.

VI. megoldas: Legyen Cy az AB folotti C-t tartalmazo koriv felezépontja. Az ABCy egyenlGszaria haromszég
Co-bol indul6 szogfelezGje az dbranak szimmetriatengelye s igy az ABC\ mésik két szogfelezGjének, Dy és Ey metszés-
pontjait osszekots egyenes merdleges ra (6. dbra).

6. dbra

Ha most Cy elmozdul a kér mentén C-be, akkor Dy és Ey ugyanolyan irdnyban feleakkora korivvel mozdulnak el.
Legyen Dy Ey és DE metszéspontja H. A mondottak szerint

1
DoEyD<t = EDEy<t = 5CoGO<.

Ennek folytan, mint az EgDH haromszog kiilsé szoge
EyHE< = HEyD<+ HDEy< = CoGC«,

vagyis a DE egyenes ugyanakkora szoggel fordult el, mint a C' csicsbél induld szogfelezs, merdlegességiik tehét
megmaradst.

2. feladat. Egy mdut két pontjabol, A és B-bdl egyszerre indul egy-eqy gépkocsi egymdssal szembe. Sebességiik
dllandd, ardnya 5 : 4 (az A-bdl indulé a gyorsabbik). A két gépkocsi A és B kézitt ide-oda cirkdl. Mdsodszor a 145-ds
km-kénél, harmadszor a 201-es km-kdénél taldlkoznak. Hdanyas km-konél fekszik A és B?

I. megoldas: Nevezziik a két gépkocsit roviden a-nak és b-nek. Fekiidjon A az x km-kénél és B az (x+y) km-kénél.
Jeloljiik az els6, masodik és harmadik talalkozési pontot rendre 17, 75, T5-mal.
Az elsé talalkozasig a két gépkocsi egyiittvéve y km utat tesz meg. A feladat szerint ATy : T1B =5 : 4, amibgl



7. dbra

AT, = %y (7. 4bra).

5 15 6 2
A maésodik taldlkozasig egyiittesen 3y km utat tesznek meg, tehat a megtesz 3 - ?y = Ty =y+ ?y =y+ Ey
2
km-t, és igy Th az * +y — Yz + Y km-kénél fekszik.
s X 5 25 7
A harmadik talalkozésig a két gépkocsi egyiittvéve 5y utat tesz meg, amibgl a-ra esik 5 - ?y = Ty =2y + ?‘y,

7
tehat To-nél az x + gy km-ké van. A feladat szerint

(1) z+ 2 =145,
3

(2) T+ _ 201,
9

amibol

y =126 és x = 103.

Tehat A a 103-as, B a 103 + 126 = 229-es km-kdnél fekszik.

Célszeri az x ismeretlent egyel6re teljesen figyelmen kiviil hagyni, amikor is y-ra olyan egyszeri egyenletet —
tudniillik (2) és (1) kiilonbségét — nyeriink, amely mar kovetkeztetéssel potolhatod, amint azt az alabbi megoldas
mutatja.

5 4
II. megoldas: Az a és b jeloléseket megtartva az els6 talalkozésig a az AB utszakasz §—ét, b a §—ét teszi meg.

Minden tovabbi Két talalkozas kozt a két gépkocsi egyiitt az AB szakasz kétszeresét teszi meg, tehat a az utszakasz

10 8 . 1
g—ét, b a §—ét. Igy a masodik taldlkozas az utszakasz A-t6l szamitott g—én torténik, a harmadik pedig az A-t6l

7 4
szamitott §—én. A két talalkozés helyének 56 km-es tavolsaga tehat az AB szakasz 9 része. A harmadik talalkozastol

2 1 3
9 utszakasznyira tehat a 229-es kilométerkénél van B, A pedig az utszakasz 3= §—ével azaz 42 km-rel a mésodik

talalkozés helye el6tt, tehat a 103-as kilométerksnél.
3. feladat. Igazoljuk, hogy ha n természetes szam, akkor 2™ — 1, 2" + 1, 22" + 1 szdmok eqyike oszthatd 5-tel.

I. megoldas: Figyeijiik meg, hogy paros szamot 6-tal szorozva az utolsé szdmjegy valtozatlan marad, két egész
szam szorzatanak utolsd jegyét pedig a tényezSk utolsé szamjegyei szorzatanak az utolsé jegye adja. Igy mivel 2%
utolso jegye 6, tehat 2°,2°, altalaban tetszés szerinti pozitiv egész k-ra 2**T1 ugyanarra a jegyre végzédik mint az elsé
hatvany, vagyis 2-re, hasonloan 2472 utolsé jegye 4, 24%+3-¢ 8, vegiil 2*%-¢ 6.

Igy 2" 4 1 akkor és csakis akkor végzédik 5-re, ha az n kitevs 4k + 2 alaku, 2" — 1 akkor és csakis akkor, ha 4k
alaki a kitevs 2n aszerint 4k + 2 alaku, vagy 4k alakt, amint n paratlan, vagy paros. Igy 22" 4 1 az els6 esetben 5-re,
a masodikban 7-re végz6dik. Azt kaptuk tehat, hogy ha a természetes szam, akkor a

2m—1, 2"+4+1, és 2741
szamok koziil az egyik és csakis az egyik oszthato mindig 5-tel.

II. megoldas. 2" — 1 és 2" + 1 szomszédos paratlan szamok, tehat utolso jegyeik 1 és 3 vagy 3 és 5, vagy 5 és 7,
vagy 7 és 9 vagy 9 és 1 lehet. A méasodik és harmadik esetben a feladat allitasdnak helyessége nyilvanvalo. Az 6todik
nem fordulhat el§, mert ekkor

2" —1)+ (2" +1)=2.2" =2"H!
10-zel, tehat 5-tel is oszthato volna, ami lehetetlen. A fennmarado elsé és negyedik esetben az utolso jegyek szorzata
egyforman 3-ra végzodik, tehat (2" — 1)(2" 4+ 1) = 22" — 1 utolsé jegye 3, s igy (22" + 1)-¢ 5, tehat ez oszthato 5-tel.

II1. megoldas: Elég megmutatni, hogy a feladatban szerepl6 harom szam szorzata oszthat6 5-tel, mert 5 primszam,
és primszamoknak megvan az a tulajdonsaguk, hagy egész szamok egy szorzatédnak csak gy lehetnek az osztéi, ha
osztoi valamelyik tényezonek

2A primszawoknak ez a nevezetes tulajdonsdga semmiképpen sem tekinthet6 magatol értetéddnek. Bizonyitasira lasd pl. az el6zd
labjegyzetben idézett miiben a 22. old.



A négy szdm szorzata:
212"+ DR+ 1) =2 DR+ 1) =2"—1=(2Y)" -1

mindig oszthato 2* — 1 = 15-tel, tehat 5-tel is.

Az eredmény mutatja, hogy a harom szam valamelyike mindig oszthat6 3-mal is.

Jegyzet. Ez a megoldés vildgosan mutatja a feladat kapcsolatat az 1. forduld 3. feladataval kapcsolatban emlitett
Fermat-féle tétellel.

IV. megoldas: Mivel
22 41 =2 — 44 5= (2" —2)(2" +2) + 5,

igy ez a szam akkor és csak akkor oszthaté 5-tel, ha jobboldalon szerepl§ szorzat oszthatéd 5-tel.
De
2 —2, 2" —1, 2" 2" +1,2" + 2

Ot egymastitani egész szam. Tehat koziiliik egy és csakis egy oszthato 5-tel. A k6zéps6 szam nem oszthato 5-tel, tehat
a mésik négy kozt kell 5-tel oszthatonak lennie. Ebb6l mar kdvetkezik a feladat allitasanak helyessége.



