Az aprilis 23-an lefolyt II. (d6ntd) forduloban az alabbi harom feladat volt kittzve:
1. Bizonyitsuk be, hogy ha n tetszséleges természetes szam, akkor

5" 4 9.371 41

oszthato 8-cal.
2. Hatarozzuk meg az

(z +y)" = 62%y? — 215,
zy(z® +y?) = 78

egyenletrendszer valos gyokeit.

3. Irjunk adott hegyesszogii haromszogbe téglalapokat, amelyeknek egyik oldala meghatarozott haromszog oldalon
(és tovabbi két csticsa is a haromszog keriiletén) van.

a) Hatéarozzuk meg e téglalapok kozéppontjainak mértani helyét.

b) Irjunk az adott haromszdgbe harom olyan téglalapot, amelyeknek kozos a koriilirt koriik.

Ot 6rai munka utan 131 iskolabol 331 dolgozatot adtak be.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal az Oktatasligyi Minisztériummal egyetértésben kikiildott Kozponti
Bizottsag majus 18-an a kovetkezd jelentést fogadta el:

»A Bizottsag megéllapitja, hogy a verseny, mind a versenyzdk teljesitményét, mind a feladatok kivalasztasat te-
kintve, igen sikeres volt.

A beadott dolgozatok alapjan tovabbi fejlédés allapithaté meg a tanulok tudasaban és fogalmazésaban. Szoveg-
mentes megoldas a dont6ben mar nem akadt, viszont a tobbletmunka tekintetében tovabbi haladas volt észlelhetd.

Mind a harom feladat b6ven adott alkalmat mindségileg értékes megoldasokra és tobbletmunkara. Voltak verseny-
z6k, akik éppen a legkénnyebbnek bizonyult 1. (szamelméleti) feladatot nem tudték megoldani, de boldogultak a 2.
(algebrai) és 3. (geometriai) feladattal. Ez utobbi — ha a teljes, kifogéstalan megoldast tekintjiik — bizonyult a legnehe-
zebbnek, de ezzel is szamos versenyzd megbirkézott, értékes, dtletes megoldasokat adva a feladat elsé illetéleg masodik
részéhez.

Mind a harom feladatot megoldotta 18 versenyzsS. Ezek koziil a megoldasok mingségével, a fogalmazas szabatossa-
gaval és értékes tobbletmunkéval kivalik 7 tanulé.

Bartfai Pdl, Szabados Jozsef, Csiszdr Imre az elsé feladathoz 3 kiilonboz6 megoldést ad, a 2. feladatra Szabados
ad két megoldast. Bdrtfa: dolgozata a 3. feladat masodik részére, az els6 résztdl fliggetlen, igen értékes II. megoldast
tartalmaz. Hasonloképpen értékes Szabados megoldasa a 3b feladatra. Csiszdr pedig a 3. feladat els6 részére ad kétfélé
megoldast.

Ezek alapjan a Bizottsag javasolja, hogy az 1. dijat Bdrtfai Pdl, a budapesti Pet6fi gimnazium IV. oszt. tanulénak
itéljek oda, 2. dijban Szabados Jozsef, a budapesti Arpad g. IIL oszt. tanuldja, 3. dijban Csiszdr Imre, a budapesti
Petsfi g. I11. oszt. tanuldja részesiiljon, mig azt a négy tanulét, akinek teljesitménye nem sokkal marad el a dijnyerteseké
mogott, 1. dicséretre ajanlja.

Legalabb harom feladat megoldasaért a Bizottsag II. dicséretre ajanl 11 tanulot. Két feladat megoldasan feliil
lényeges tobbletteljesitményt nytjtott 24 versenyzd, mig legalabb két feladatot megoldott vagy ezzel egyenértéki
teljesitményt ért el 27 tanulo. A Bizottsag az elbbieket II1. dicséretre, az utobbiakat pedig IV. dicséretre javasolja«.

Az O. M. a fenti javaslat alapjan a kovetkezd dontést hozta:

1. dij (oklevél + 1000 Ft)
BArTrAI PAL (Bp. I, Petéfi g. IV. o. t.)

2. dij (oklevel + 500 Ft)
SzABADOS JOzSEF (Bp. III., Arpad g. IIL o. t.)

3. dij (oklevél + 500 Ft)
CsiszARr IMRE (Bp. I, Petéti g. III. o. t.)

1. dicséretben és nagyobb kényuvjutalomban részesilt:

Beleznay Ferenc (Bp. VIIL., Piarista g. IV. o. t.)
Biczo Géza (Bp. II., Rakoczi g. IV. o. t.)

Harza Tibor (Székesfehérvar, Jozsef Attila g. III. o. t.)
Kalmdn Gyérgy (Szolnok, Verseghy Ferenc g. IV. o. t.)

II. dicséretet és konyvjutalmat nyert:

Almdsi Lajos (Bp. II, Rakoczi g. IV. o. t.), Boros Pdl (Bp. VIL, Madéch g. IV. o. t.), Kertész Addm (Bp. L,
Toldy F. g. IV. o. t.). Pdtkai Gyérgy (Bp. IX.,) Vértes Péter (Bp. V., E6tvos g. IV. o. t.), Zentai Arpdd (Bp.
XVIIL, Steinmetz g. II1. o. t.), Zsombok Zoltan (Bp. IV., Kényves Kalman g. IIL. o. t.).



1II. dicséretben és kényuvjutalomban részestlt:

Bauer Andrds (Bp. I1., Rakoczi g. IV. o. t.), Beke Gyula (Hatvan, Bajza g. I11. o. t.), Benkd Badlint (Sarospatak,
Rékoczi g. I11. o. t.), Dominydk Imre (Miskolc, Foldes g. IV. o. t.), Doroszlai Pdl (Bp. 1., Pet6fi g. IV. 0. t.), Farkas
Laszlo (Ozd, Jozsef Attila g. IIL. o. t.), Gydrosi Péter (Bp. IV., Konyves Kalman g. II1. o.t.), Jakubavics Péter
(Bp. V., E6tvos g. I1L. o. t.), Jedlovszky Pdl (Bp. XIV., Petrik vegyip. techn. IIL. o. t.), Jonds Jozsef (Gydngyds,
Vak Bottyan g. IV. o. t.), Kiss Péter (Gyongyds, Vak Bottyan g. IV. o. t.), Kovdcs Istvan (Bp. IV., Piarista g.
IV. o. t.), Lackner Gyérgyi (Bp. V., Bolyai textilip. techn. IV. o. t.), Ldbos Elemér (Satoraljatujhely, Kossuth g.
IV. 0. t.), Mecseki Attila (Bp. XV., Dozsa Gyorgy g. IV. o. t.), Neumann Gydrgy (Bp. XIII., Villamosenergiaip.
techn. IV. o.t.), Quittner Pdl (Bp. 1., Pet6fi g. IV. o. t.), Rdzga Tamds (Bp. 11., Rakoczi g. IIL. o. t.), Szabo
Endre (Gyongyts, Vak Bottyan g. IV. o. t.), Tarlacz Ldszlé (Szombathely, Nagy Lajos g. IV. o. t.), Tolnai Tibor
(Szombathely, Nagy Lajos g. IV. o. t.), Udvari Andrds (Bp. VIIL., Piarista g. IIL. o. t.), Uray Ldszlé (Bp. VIIL,
Piarista g. IV. o. t.), Vdnyai Ldszlé, (Satoraljaujhely, Kossuth g. IIL. o. t.).

1V. dicséretben és kényvjutalamban részesilt:

Beliczky Géza (Celldsmolk, Gabor Aron g. IV. o. t.), Bauer Péter (Bp. VL., Kiilrsey Ferenc g. IV. o. t.), Bogndr
Péter (Bp. XIII., Villamosip. techn. IV. o. t.), Bokor Gdbor (Bp. XIV., Gorkij isk. IV. o. t.), Boschdn Péter (Bp.
VIIL., Széchenyi g. I11. o. t.), Dedk Henrik (Pécs, Szakérettségis tanfolyam), Dévai Huba (Karcag, Gabor Aron g.
IV. o. t.), Dunay Andrds (Bp. L., Pet6fi g. IV. o. t.), Eddcsény LdszLo (Bp. X1., Jozsef Attila g. IV. o. t.), Fuchs
Tamadas (Bp. IL., Rakocz g. IV. o. t.), Gerencsér Piroska (Bp. VIIL., Zrinyi llona lg. IV. o. t.), Kirz Jdnos (Bp.
VIII.. Apaczai Csere g. IV. o. t.), Kiss Sindor (Debrecen, Ref. g. III. o. t.), Krakdczki Ferenc (Gyongyds, Vak
Bottyan g. IV. o. t.), Krem Alajos (Bp. VIII., Banki Donét gépip. techn. IIL. o. t.). Komjdtszegi Lajos (Szeged,
Irinyi vegyip. techn. IV. o. t.), Makai Imre (Csongrad, Bacsanyi g. IV. o. t.). Orlik Péter (Bp. V., E6tvos g. II1.
0.t.), Petdk Kdlmdn (Ozd. Jozsef Attila g. IV. o. t.), Polgdr Eléd (Bp. VIIL., Széchenyi g. IIL. o. t), Rédly Dénes
(Pannonhalna, Bencés g. IV. o. t.), Roboz Agnes (Bp. VL., Varga, Katalin IV. o. t.), Szepesszentgyorgyi Oszkdr
(Satoraljaujhely, Kossuth g. IV. o. t.). Takdcs Gyula (Bp. VIIL., Piarista g. IV. o. t.), Vilas Gydrgy (Bp. XIV.,
Gorkij isk. III. o. t.), Vértes Gyirgy (Bp. XIV., Petrik vegyip. techn. IV. o. t.), Zdrody Albin (Gy6r, Gépip.
techn. III. o. t.).

*

Bar hivatalosan semmiféle pontozas nincs, szerkesztGségiink célszertinek tartja a teljesitmények Gsszehasonlitasara a
helyezéseket — mint az az el6bbi években is tortént — pontozni. Ilyen médon ez idén 74+6+5+4-44+11-3424-24-27-1 = 142
pont keriilt szétosztasra. A verseny végeredményét megyék és iskolafajuk szerint a 4. oldalon kozolt tablazat mutatja.

Lapunk feladatmegoldéi ez idén még az el6bbi évek kitiing eredményeit is feliilmiltdk, amennyiben a dontében
részt vett 331 tanuld koziil 146 (44,1%) volt lapunk munkatérsa; a 69 helyezett koziil azonban mar 62 (89,91%) lapunk
feladatmegoldoja, akik Osszesen 133 pontot, azaz az Osszes pontok 93%-at érték el. (Részletes beszamolo — sokféle
szempontbol — a »Ko6znevelés« julius 1-i szAméaban a 314-315. oldalon jelent meg.)



Kimutatas az 1955. évi Rakosi Matyas Matematikai verseny II. fordul6jaréol megyék és iskolafajok

szerint
Beadott dolgozatok szama Eredmény
Megyék és gimn. ip. t. | Osszesen | Dij Dicséret Pontszam
Budapest (nem hivatalos)
isk. |tan.|isk.|tan.| isk. |tan.|1.|2.|L.|IL|IIL{IV.|V.| g. |ip.t.| ossz.
1. Baranya 216 |26 | 4 |12|—|—|—|—|—|—|1"|1"| =] 1"
2. Bacs—Kiskun S5 1100116 |11|—|—|—|—|—=|—|—|—|—| —
3. Békés 416 |=|—=416]|=———-1—|—|—-|—-1—-1 —
4. Borsod 7119|2159 (24|—|—|—-|—|—|5|2|12| —| 12
5. Csongrad 516|156 |11|—|—|—|—-|—|—12|1]1 2
6. Fejér 114121383 |7 |—|—|—|1|—|—|—/4|—]| 4
7. Gy6r—Sopron — | 811|159 |—|—|—-|—-|—-]|—|2]1|1] 2
8. Hajda-Bihar 511011126 |12|—|—|—|—|—|—|1|1|—-] 1
9. Heves I8 1| 4|9 |-]—-|—-—|—-[41]9]|—-] 9
10. Komarom 411011116 [11|—=|—|—|—|—=|—|—|—|—
11. Nograd 11|13 2|4 |—|—-|—-|—-|—-|—|—-|—1—-1] —
12. Pest 516111268 |—|—|—|—-|—|—|—-|—1|—1] —
13. Somogy 213|—|—(2|3|—-|—-|—-|—-|1|—|—|3|—]| 3
14. Szaboles—Szatméar| 2 | 2 |1 |1 | 3 |3 |—|—|—|—|—|—|—-|—|—| —
15. Szolnok 5016|1116 |7 |—|—|—|1|—|—-|1|5|—-] 5
16. Tolna 112|—|—111|2|-|—|——|—|—|—-1—1|—-
17. Vas S5 11111126 |13|—|—|—|—|—2|1|b5|—]| 5
18. Veszprém 511411116 |15|—|—|—|—]| — — | =
19. Zala 11— =1 |1 |=|—|—|—|—|—|—-|—-1-1 -
Vidék 67 (133|118 35| 85 (168|—|—|—|2| 1 |11|11|42| 2 | 44
Budapest 38 |122|1341 | 46 |163|1(1{12|10|13|16/89| 9 | 98
Osszesen 1001255|31 |76 |131(331|1|1|1|4(11|24|27|131| 11| 142

*1 szakérettségis tanf. ill. tanuld.
Alabb kozoljiik a II. fordulé feladatainak megoldasat.
1. feladat

Ismeretesek a kovetkezd oszthatosagi tételek:
Ha n természetes szam, akkor

(1) a™ — b" oszthato (a — b)-vel,
(2) a”™ + b" oszthato6 (a + b)-vel, ha n paratlan.

E tételeket felhasznalva tobbféleképpen is bizonyithatjuk feladatunk allitasat.

I. megoldas: Jeldljiik az adott kifejezést F'(n)-nel,

a) Ha n paros, vagyis n = 2k (ahol k = 1,2,3...), akkor irjuk F(n)-et a kovetkezs alakban

F(2k) = (5% — 1) +2(3%*1 4+ 1).

A jobboldal els6 tagja (1) alapjan oszthato (52 — 1%) = 24 = 3 - 8-cal, a masodik tagban a zaréjeles tényezs (2)

alapjan oszthato 3+1=4-gyel, vagyis a masodik tag oszthat6 2 - 4 = 8-cal.

b) Ha n paratlan, vagyis n = 2k + 1 (ahol k =0, 1, 2, ...), akkor £k = 0 esetén F'(1) =5+ 2+ 1 = 8, minden mas
esetben pedig
F(2k+1) =541 —54+2.3% 4+ 6 = 5(5% — 1) + 6321 +1).

Ez esetben tehat nemcsak az els6 tag oszthatd 24-gyel, hanem a mésodik tag is oszthato 6 - 4 = 24-gyel. Tehat
1-nél nagyobb pératlan n esetén, kifejezésiink nemcsak 8-cal, hanem 24-gyel is oszthaté.

IT. megoldas: a) Ha n = 2k (ahol k =1, 2, 3, ...), akkor F'(n) igy is irhato:

F(2k> =5. 52]671 4 5. 32]671 _3. 32]671 4 1=
= 5(5%1 4 3271) —(9F — 1),

A jobboldal els6 tagja (2) alapjan oszthato 5+ 3 = 8-cal, a masodik tag pedig (1) alapjan 9 — 1 = 8-cal.



b) Han =2k +1 (ahol k=0, 1, 2, ...), akkor
F(2]€ 4 1) _ 52k+1 4 (3 _ 1)32k + 1= (52k7+1 4 327€+1) _ (gkr _ 1),

amibdl az elébbi esethez teljesen hasonloan kovetkezik, hogy F'(n) oszthaté 8-cal.

Megjegyzés: Sok versenyzd a kéttagiak hatvanyanak polinom elgallitasat hasznalta fel, azonban — mint lattuk — a
kevesebb elSismeretet feltételezs (1) és (2) alatti oszthatosagi tételek is elegendSk. Még ezek is mellgzhetSk, ha teljes
indukciot alkalmazunk.

II1. megoldas: n = 1-re a bizonyitando allitas igaz, mert F'(1) = 8.
Tegyiik fel, hogy F(k) oszthato 8-cal, akkor elegendd azt bizonyitani, hogy F(k + 1) — F(k) is oszthato 8-cal.

Flk+1)—F(k)=0G6""14+2.-3"+1) - " +2.3"1+1) =
=5.584+6-3F"1 41 -5F 2.3k 1 —1 =45kt 431,

A zérojeles kifejezés, mint két paratlan szam Osszege, paros szam, és igy F(k + 1) — F(k) oszthato 4 - 2 = 8-cal.

2. feladat

I. megoldas:
(1) (z+y)" = 6a2y? — 215,
(2) zy(2® +y%) = —78

(2) igy is irhato:
(3) ay(x +y)* = 222> — 78.

(2) alapjan zy # 0, szorozhatjuk tehat (1)-et z2y>-tel, (3)-at pedig emeljiik négyzetre
(4) 222z +y)t = 6xty* — 215272,
(5) PP +y)' = (2077 - 7).

(4) és (5)-bol kovetkezik, hogy a két jobboldal egyenls. Vezessiik be az zy* = z jelolést és vegyiik észre, hogy ha
x és y valdsak, akkor z > 0.
622 — 2152 = (22 — 78)% = 422 — 3122 + 6084,

vagyis
(6) 22% 4+ 972 — 6084 = 0,
amibdl a pozitiv gyok
z = 36.

Tehat

z = x?y? = 36,
és mivel (2) alapjan xy < 0, azért
(7) xy = —6

Igy (3)-bol

®) ey =20,
vagyis
(9) T +y==xL
(9)-b6l y = —x £ 1; ezt az értéket (7)-be helyettesitve
(10) 2’4+ +6=0

ill.

(11) 2 —24+6=0



(10)—1361 Tr1 = 3, To = —2, (].].)—b61 T3 = —3, Ty = 2, és igy (7)—b61
y1=-—2, y2=23, Y3 =2, ys=—3.

Megjegyzés: A (6) alatti egyenlethez még az alabbi médon is juthatunk.
Irjuk (1)-et a kovetkezSképpen

ot 4+ 423y 4 62292 + day® + y* = 622y — 215,

akkor
ot + oyt +day(2® 4 9?) = —215,

és igy (2) figyelembevételével
(12) ot 4yt = —4(-78) — 215 = 312 — 215 = 97.

(2)-t négyzetre emelve
22y (x + yt 4 22%y%) = 6084.

(12) figyelembevételével és z2y? helyébe z-t irva a (6) egyenlethez jutunk.

II. megoldas: Legyen (z +y)° = u és xy = v, akkor 22 + > = (z + y)® — 22y = u — 2v, és egyenletrendszeriink
igy alakul

(1) u? — 6v° + 215 =0,
(2) v(u—2v) + T8 =uv —20? +78 =0.
Vegyiik észre, hogy ha z és y valosak, akkor v > 0. (2) haromszorosabol (1)-et kivonva
3uv —u? +19 =0,
ahonnan

u?—19
3 = .
®) Y 3u

Ezt az értékét (1)-be helyettesitve
u* — 38u® 4 361

2
u” —6 o2

+215 =0,

amibsl
ut + 721u% — 722 = 0,

és innen az egyetlen pozitiv gyok

(3)-bol

Tehat

T4y =u==l,
zy =v = —6.

Tovabb dgy torténhetik a szamitas, mint az I. megoldasban.

III. megoldas: Felhasznalva az 1. megoldas (12) alatti

ot oyt =97,
valamint az el6z6 megoldasokbdl az
z?y? = 36,
azaz
iyt = 1296

egyenleteket, latjuk, hogy 2 és y* a
t* — 97t + 1296 = 0



mésodfoki egyenlet két gyoke; ezek pedig
t; = 81, ty = 16.
Tehat
zt =81 és y*=16, vagy forditva z?=16 és y*=81,
ahonnan (zy < 0 figyelembevételével) az el6bbi megoldasokban szerepl négy valos gyokpar adodik.
3. feladat a) része

I. megoldas: Vizsgéiljuk meg az ABCA BC = a oldalan nyugvo beirt téglalapok kézéppontjainak mértani helyét.
Legyen egy ilyen téglalap Py P,PsPy. A bettizést az 1. 4bra mutatja.

A P3P, oldal F felez6pontja, mint ismeretes, rajta van az AF) = s, silyvonalon. FF’ a téglalap PP, oldalara
merGleges (tehat az AM; magassagvonallal parhuzamos) kozépvonala. A téglalap N, kozéppontja e kézépvonal fele-
zépontja, és igy rajta van az AM;F) derékszogi haromszog Fy M, sulyvonalan, ahol M, az AM; = M, magassag
felezGpontja.

Megforditva legyen N, az Fy M, szakasz tetszés szerinti belsé pontja.Tegyiik fel, hogy a haromszog nem egyen-
16szara. Huzzunk az N, ponton at az a egyenesre mersleges egyenest, legyen ennek az a és az AF; egyenesek kozé
es6 szakasza F'F. Ennek N, felez6pontja, mert az AF;M; haromszdg Fy M, silyvonalan van és F'F parhuzamos az
ABC haromszog AM; magassdgaval. Hasonldan lathato, hogy az F' pont felezi a rajta at a-val parhuzamosan huzott
egyenesnek az AC és AB vonalak kozé es6 Ps Py szakaszat. A végpontokbol az a egyenesre P3Py és Py P; mer6legeseket
bocsatva tehat olyat téglalapot kapunk, amelynek N, a kdzéppontja és amely az ABC haromszogbe van irva a kivant
mo6don. Tobb ilyen téglalap nem lehetséges, mert ha a P3Py oldalt kozelitjiik az a oldalhoz, illetSleg tavolitjuk attol,
akkor a kozéppont is kozeledik, illetSleg tavolodik, tehat kiillonbozni fog Na-tol.

Ha az ABC haromszog egyenl6szara (AB = AC), akkor a szimmetria alapjan konnyen lathato (2. abra), hogy a
téglalapok kozéppontjai az MM, szakaszra esnek, masrészt ennek barmely N, bels6pontjara tiikrézve az My (= Fy)
pontot, az F' tiikorképen 4t a-val parhuzamosan huzott egyenesnek a szarakkal valé6 metszéspontjaibol az a oldalra
bocsatott merélegesek ismét egy kivant tulajdonsagu téglalapot adnak.
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2. abra



Az By és M, végpontokhoz tartozo téglalapok az a oldalld, illetSleg az M, magassagvonalla fajulnak.
A keresett mértani hely tehat az Fy M, szakasz.

II. megoldas: A téglalap kézéppontja felfoghatd a méasik, P; Py-vel parhuzamos, Fy F,. kdzépvonal felez6pontjaként
is (3. abra).

N

S

Nyilvanval6, hogy Fp, mint P; Py felez6pontja rajta van az AM; B derékszogi haromszég BM, sulyvonalan, F
pedig az AM;C haromszog C' M, stlyvonalan. Igy az I, F, kozépvonal N, felezopontja rajta van a BM,Ca-nek M,F
silyvonalan.

Ismét konnyen lathato a gondolatmenet megforditasaval, hogy az Fy M, szakasz minden pontjahoz tartozik pontosan
egy kivant elhelyezkedéstd téglalap, amelynek a kiszemelt pont a kbézéppontja.

*

Mint a fenti két megoldasbodl lathatd, a keresett mértani hely teljesen elemi tton, minden koordinata—geometria
nélkiil meghatarozhaté. Minthogy igen sok versenyz6 hasznalt koordindta—geometridt, mégpedig legtobbnyire igen
iigyetleniil, és gyakran még a helyes eredménynek sem tudott geometriai értelmet adni, azért itt kozliink egy egyszerd
megoldast koordinidta—geometridban.

II1. megoldas: Helyezziik el hegyesszogi haromszogiinket a derékszogl koordinatarendszerben ugy, hogy a BC
oldal az x tengelyre, az A csticspont a pozitiv tengelyre keriiljon. A betiizést a 4. dbra mutatja.
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4. dbra
Legyen a P3Py téglalapoldal egyenlete y = p, a P, pont koordinatai (z1, p) és Ps ponté (z2, p) akkor N,, a téglalap
_ . Y T1+ 22 p
kozéppontjanak koordinatai z, = 5 Yo =3

Az AB egyenes egyenlete

u
(1) y=——x+u, azaz ux + vy = uv,
v



Az AC egyenes egyenlete

u
(2) y=——x+u, azaz uT + wy = uw,
w

y helyébe a P illetSleg Py pont p ordinatajat irva, (1)-bol, illetSleg (2)-bdl x értékiil x1-et, illet6leg xo-t kell kapnunk,
tehat
uxr1 + vp = uv és uT2 + wp = uw.
A kett6t Osszeadva
u(zy + x2) + (v+ w)p = u(v + w)
Mivel 1 + x2 és p az N, pont x, és y, koordinatainak kétszeresei, igy azt kaptuk, hogy e koordinatakra
(3) 2uzy + 2(v + w)y, = u(v + w),

vagyis (explicit alakra térve at) N, koordinatai kielégitik az
U v+ w
= — €r —
4 v+ w 2
u

V4w
Ez az egyenes atmegy a —5 0) ponton, vagyis a BC oldal Fj felez6pontjan, és irdnytangense — =—
v

egyenletet, feltéve, hogy v + w # 0.

u.
+w 2

U+ w U
———, de ez nem mas, mint F}-bdl a <0, 5) pontba, a magassagvonal M, felez6pontjaba vivé egyenes irdnytangense.

u
Az N, pont tehat ezen az egyenesen mozog, és mivel p pozitiv és u-nél kisebb, igy y, pozitiv és §—né1 kisebb, x, pedig

)

v+w -~ . vtw ; :
és 0 kozott valtozik, mert y, két széls6 érlékéhez z, = —— (ha y, = 0), illet6leg z, = 0 (mlkor Yo =

|

2 2
értékek tartoznak.

A keresett mértani hely tehat az Fy M, szakasz.

Ha v + w = 0, vagyis egyenl@szara a haromszog, akkor (3)-bol

zq =0,

u
tovabba most is 0 < y, < 5 A mértani hely tehat most is az Fy M, (= M1 M,) szakasz.

Megjegyzés: Ha megengedjiik, hogy a beirt téglalapok cstcspontjai a haromszogoldalak meghosszabbitasan is le-
hetnek, akkor a haromszog tompaszogi is lehet, és a mértani hely a teljes F} M, egyenes.

3. feladat b) része

I. megoldas: A téglalap koré irt kor kézéppontja a téglalap kozéppontja, a téglalap atloja pedig atmérdje a kornek.
Igy a keresett téglalapok kozéppontjanak kozosnek kell lennie, atloiknak pedig egyenldknek — ha vannak egyaltalan
ilyen téglalapok.

Keét téglalap kozos kozéppontja a feladat a) része szerint csak két haromszogoldalhoz meghatarozott mértani
helyek kozos pontja lehet. Mivel az adott haromszog feltétel szerint hegyesszogt, a magassagvonalak M,, My, és M.
felez6pontjai az oldalkdzéppontok alkotta FyF»F3 haromszog oldalainak belsé pontjai (5. abra), az Fy M, és FoM,
szakaszok tehat e haromszog transzverzalisai, s igy metszik egymast egy N pontban.




Legyen az ABC héromszogbe irt N kozéppontd és a oldalon nyugvé téglalap P P, Py Ps. Tudjuk, hogy van ilyen
téglalap és csak egy.

A P, és Py pontok, mint atlovégpontok, egymas tiikorképei az N pontra vonatkozoéan. Mivel pedig a b egyenesnek
csak egy olyan pontja van, amelynek N-re vonatkozoé tiikorképe a BC egyenesen van, igy Py ez a pont.

Az N pont rajta van az Fo M} egyenesen is, tehat irhaté az ABC haromszogbe olyan N kozépponta téglalap is,
amelyik a b oldalon nyugszik. Ennek egyik b-n levS csticsaval atellenes cstics az a oldalon lesz és ezek egymas tiikorképei
az N pontra nézve, igy az el6z6 megjegyzés szerint e csicspart csak a Py és P pontok adhatjak. Legyen a kérdéses b
oldalon nyugvé beirt téglalap Ps Py PsP;. Ekkor a P3Ps = P Py, mint a téglalap atléi, tovabba PPy = P> Ps, mint a
P, P, Py Ps téglalap atloi. Mindharom &tlot felezi az N pont.

Ekkor a PsPs P> Ps négyszog atloi is felezik egymast és egyenlSk, tehat a négyszog téglalap; az ABC haromszogbe
irt olyan téglalap, amelynek N a kozéppontja és egyik oldala az AB = ¢ haromszodgoldalon van. A harom téglalap
kozéppontja kozos, atloik egyenlsk, tehat koriilirt koriik kozos.

A feladat a) része 1. megoldasdnak masodik felét is figyelembe véve, a fenti gondolatmenet méodot ad a téglalapok
megszerkesztésére is (5. abra). Ilyen téglalap-héarmas csak egy lehet, mert az N pont egyértelmiien meg van hatarozva,
ennek helyzete pedig egyértelmtien meghatarozza a téglalapokat.

Mivel N kozéppontja mindharom téglalapnak, eredményilinkbél az is kovetkezik, hogy az FyM,, FoMy, F3M,
mértani helyek egy ponton mennek keresztiil.

II. megoldas: A mértani helyek felhasznalasa nélkiil is megoldhato feladatunk. Ha a Py PsPsa-et tekintjiik (5.
abra), akkor latjuk, hogy a P;-nél levs sz0g, mint merdleges szart szog, egyenls az ABCa-nek C-nél fekvo vy szogével.
Ugyanezen okndl fogva a Py PsPs<t = «, és PsP; Pi<t = f3, és igy

PyPsPip ~ ABCh.

A P3Py Py haromszog a Ps Ps Py haromszognek a koréjiik irt kor kozéppontjara vonatkozo tiikorképe. Ezt a megfigye-
lést felhasznalva a kovetkezSképpen szerkeszthetiink a keresett dbrahoz hasonlot (amit azutéan alkalmasan elforgatva
és kicsinyitve mar konnyen megszerkeszthetjiik a keresett téglalapokat).

Rajzoljunk az ABCn koré kort; ebben a cstcsokkal atellenes pontok legyenek A’ B', C” (6. dbra).
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6. dbra

Az AC', BA', CB' egyenesek alkotta AgBoCoa oldalai merdlegesek az ABCa megfelels oldalaira, s igy a két ha-
romszog hasonl6. ABA'B’, BCB'C’ és CAC' A" az el6bbi haromszdgbe beirt téglalapok, mert 4tloik (mint koratmersk)
felezik egymast és egyenlSk. Igy valoban a keresett abrahoz hasonlét nyertiink. (Magat a szerkesztést természetesen
mindjart az AgBoCo/\ megrajzolasaval kezdhetjiik; a szerkesztés igazolasat szolgald segédvonalak a szerkesztéskor
elhagyhatok).

III. megoldas: A Py, Ps, Ps és P, pontok ismeretében (5. dbra) a mésik kettd konnyen szerkeszthets (pl. mint
Py és Ps tiikkorképe a Py Py szakasz felez6pontjara). E négy pont viszont P; ismeretében ugy szerkeszthets, hogy beléle
a-ra merslegest allitunk, illetSleg b-vel parhuzamost huzunk. Az el6bbinek c-vel valé Ps metszéspontjabol parhuzamost
htzunk a-val, az utébbinak c-vel valé Ps metszépontjabol merdlegest allitunk b-re. A ketté Py-ben metszi egymast.

Ha egy pontot sem ismeriink, akkor az a oldal tetszésszerinti ()1 pontjabol kiindulva végezziik el az éppen leirt
szerkesztést, a keletkezett metszéspontok legyenek sorra Qs, Qg, Q4 (7. dbra).



Egészitsiik ki QsQ5Q4-et egy Q2 cstcesal, Q1 QsQ4-et pedig egy Q3 csticesal téglalappé. Q2 nyilvan a-n van, a Q3-
an és (Q4-en atmend b’ egyenes pedig parhuzamos b-vel. A keletkezett téglalapok Q2Qs, illetSleg Q3Q¢ 4tloi egyenldk a
kozos Q1Q4 atloval és felezik egymast annak felez6pontjaban. Ebbél viszont kovetkezik, hogy Qs5QsQ2Q3 is téglalap,
mert atloi felezik egymast és egyenls hossztiak. Az a, b és ¢ oldalak az adott haromszoghoz hasonlé és hasonl6 helyzeti
haromszoget alkotnak B-vel mint hasonlésagi ponttal. Igy a keresett abrahoz hasonlét kaptunk. Q4-et B-bdl b-re vetitve
nyerjik a Py pontot és ebbdl kiindulva mar megszerkeszthetjiik a tovabbiakat. (A szerkesztés elvégzésekor Q4 utan
természetesen mindjart Py-et szerkesztjiik. A szerkesztés megtaldlasat és egyben mindjart helyességének igazolasat is
szolgalo segédvonalak és pontok megrajzolasara a szerkesztéskor nincs sziikség.)

Megjegyzések: 1. A feladat a) részéhez fiizott megjegyzésbdl kittinik, hogy ha a beirt téglalap csiucspontjaira semmi
kikotést nem tesziink, akkor tompaszogi haromszog esetén is megoldhaté feladatunk b) része.

2. Derékszogt haromszog esetén (pl. ha v =90°) Fy = M, és Fo = M, ésigy M. =N, Ps=Fs, P,=P3; =C. Ez
esetben tehat a befogokhoz tartozd téglalapok azonosak, az atfogohoz tartozo téglalap pedig az m. magassagvonalld
fajul.

3. Tehat minden haromszognek van egy és csakis egqy N pontja.



