A Menelaos- és a Ceva-féle téte

1. A linearis pontharmas osztéviszonya

dris ponthdrmasnak nevezziik. Ez a geometriai fogalom — ha nem is a mondott nevén nevezve — el6fordul a kdzépiskolai
tananyagban is. Néhany példat megemlitiink.

A haromszog barmelyik szogpontja, a vele szemkozti oldal felez6pontja, a haromszog silypontja linearis ponthar-
mast alkotnak, mégpedig a szobanforgo szogponthoz tartozé sulyvonalon. Ilyen pl. az 1. dbran az A, D, S.

1. dbra

Az S pont az AD szakaszt 2 : 1 aranyban osztja. Ilyen tovabba a héaromszog koré irt kor kézéppontja (K),
magassagpontja (M), sulypontja (S) altal alkotott pontharmas is. Ezeket a pontokat az EULER-féle egyenes koti Ossze,
vagyis ugyancsak linearis pontharmast alkotnak. Itt most az S pont a KM szakaszt 1 : 2 ardnyban osztja. Az eddig
mondottak mintajara a D pont BC' szakaszon valo helyét is kifejezhetnSk ugy, hogy az a pont, mely a BC' szakaszt
1:1 ardnyban osztja.

A felsorolt példak mutatjik a kovetkezd fogalmak és jelolések bevezetésének célszertiségét. Akkor, de csak akkor,
ha A, B, X egy egyenes harom kiilonboz6 pontja, (ABX)-szel jeloljiik az AX és X B tavolsag hanyadosat. Az

AX
(ABX) = ~B
tavolsag-hanyadost az X osztopont A és B alappontokra vonatkozé osztéviszonyanak nevezziik. Igy — hacsak X nem
az AB szakasz felezépontja — az (ABX) és (BAX) osztoviszony két kiilonbozs szam. A definicioban adott hanyados
alakbol tiistént lathatjuk, hogy az utobbi az el6bbinek reciprok értéke. Ezért az irds sorrendjében elsé és masodik
alappontrol beszéliink. Azt nem kotjiik ki, hogy X az AB szakasz valodi osztopontja (bels6 pontja) legyen, lehet az
AB szakasz B-felé, avagy A felé valo meghosszabbitasan is (kiilsé pont). Eppen ezért szerencsésebb X-et — altalaban
— viszonyitott pontnak nevezni.
Tovabbi meggondolasra int a kovetkezs — ugyancsak jol ismert — tétel. A haromszog barmelyik szogpontjahoz tartozo
szogfelezok (akar belss, akar kiils§ szogfelezs) egyezs osztdviszonyd pontokban metszik a szogponttal szemkozti oldalt
(2. abra).

Az idézett tétel a bevezetett jeloléssel igy fejezhetd ki:
(ABX) = b és (ABY) = b
a a

Jegyezziik meg azt a kivételes esetet, amidén a = b, mert akkor

(ABX)=1:1,

!MEeNELAOS az 1. szazadban élt, gbrog matematikus. G. Ceva (kiejtése: Cseva) olasz matematikus, a szoban forgo tétele 1678-bol valo.



de az (ABY)-nak nincs értelme, mert a C-hez tartozo kiils6 szogfelez6 BC oldalegyenessel parhuzamos, tehat YV
metszéspont nem is 1ép fel. No mér most, ha az osztéviszony felirt jelolésébdl és az ahhoz tartozéd értékbsl kivanjuk
az alappontokat Osszekotd egyenesen a viszonyitott pont helyét rekonstrualni, még azt sem tudjuk, hogy belss, vagy
kiils6 pontrol van-e szd; hiszen éppen az idézett tétel felirasabol lattuk, e feladat nem egyértelmd.

A most mondottak indokoljék az osztoviszony értékének elGjellel valo ellatasat. Tekintsiik az AX-et és X B-t ugy,
hogy A-tol X felé és X- t6l B felé haladva leirt utakrol van szé. Az AB szakasz belsejébe es6 X -re nézve ezek az utak
egyezd iranyitasuak, a szakasz meghosszabbitasara esé X esetében ellenkezd iranyitastak. Az utdbbi esetben tekintsiik
az osztoviszonyt negativ szamnak. Igy a 2. abrara vonatkozé allitasunk szerencsés kifejezése:

(ABX)=+2 e (4BY)=-L.
a a

Annyiban modositjuk tehat az (ABX) eredeti értelmezését, hogy az AX : X B hanyadost iranyitott utak héanya-
dosénak tekintjiik és ezaltal az osztoviszony elGjeles szamot, szolgéltatﬁ.

Az AB egyenest leir6 X pont (ABX) osztoviszonya az X mozgasa folyaman folytonosan valtozik és egy rogzitett
X helyhez egy hatdrozott (ABX) érték tartozilfl. Kivételt képez az A-val egybeess és a B-vel egybeesé X pont, ahol
is a harom kiilonb6z6 pontot feltételezs (ABX) értelmezése hianyzik.

Ha pedig adva van A és B, tovabba egy v szam akkor az

(ABX) =w

kirovasnak megfelels X pont egyértelmden elGallithato. A 3. dbra a v = —2/3 és v = +2/3 értéknek megfelels eljarast
mutatja be. Szoban csak annyit fliziink hozza, hogy a és b tetsz6leges, de egymassal parhuzamos segédegyenesek.
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3. dbra

Mérjiik fel az a és b segédegyenesekre A-t6l M-ig terjedGen és B-t6l N-ig terjedGen egy tetszélegesen valasztott
szakasznak 2-szeresét 3-szorosat.

Az eljaras alkalmazhato tetszés szerinti v érték esetén. Altalaban AM és BN szerepét olyan szakaszokra ruhazzak
at, amelyeknek a hanyadosa v abszolateértekd]

Ez az eljaras megvildgitja azt, hogy X metszéspont nem 1ép fel, ha v = —1, mert akkor AM = BN, s ennélfogva
MN egyenes az AB egyenessel parhuzamos. Megvilagitja azt is, hogy v = 0 esetén — AM-et zérussa zsugorodott
hosszisaginak tekintve — X az A-val egybeesik. (Amde az osztoviszony fogalmat ezzel kiterjesztettiik, mert eredetileg
megkoveteltiik, hogy A, B, X kiilénboz6 pontok legyenek. Nem terjeszthetd ki ilyen modon a B-vel egybeesé X-re is.
mert akkor a b segédegyenesre felmeért osztotavolsag — a BN szakasz — valik zérussa, oszt6 pedig nem lehet zérus.)

Foglaljuk 6ssze az eddig targyaltak lényegét. — (1) Az adott A, B pontokat Osszekots egyenest leird X pont meg-
hatarozta (ABX) = v szamot tekintve: Az X pont az egyenes minden helyén — kivéve a B pontot — egy-egy v szdmot
létesit. Konnyen belathato, hogy igy két kilonbozd pont két kilonbézd szdmot létesit. — (2) Az adott A, B pontokat
Osszekots egyenest és a minden értéken egyszer végigfutd v szamot tekintve: Bdrmely v szdmhoz egy-eqy X pont tarto-
zik, v = —1 kivételével; két kiilonb6z6 szamhoz két kiilonboz6 pont tartozik. (3) B alappontot és v = —1 szamot kivéve
az (ABX) = v kovetelmény az AB egyenes pontjai és a szdmok dsszessége kozott egy egyértelmi megjeleltetést létesit.

2. A Menelaos-féle tétel

AX
2 Tisztan konvencio, hogy melyik hanyadost vessziik pozitiv, ill. negativ elgjellel. Az irodalomban gyakran talaljuk az (ABX) = BX =

XA
XB értelmezést, amikor tehat a bels§ pont osztéviszonya negativ, és a kiils6é pozitiv.

Tanulsagos dolog az osztoviszony értékvaltozasanak grafikus dbrazolasa. Célszertibb evégbsl AB egyenest koordinatatengelynek, AB
szakaszt egységnek tekinteni. Egy X pontban a tengelyre merélegest allitunk, arra az (ABX) értekét az AB egységszakaszhoz viszonyitott
nagysagban, a tengelyt6l fogva, elGjele szerint felmérjiik. Az igy nyert végpontokat 6sszek6t6 vonal hiperbola.

41tt nyilvanvaloan nem az érdekel, hogy ilyen két szakaszt miként kapunk, hanem csak az (ABX) = v kirovasnak megfelels X pont
egyértelmiien meghatarozott voltat kivanjuk belattatni. Célszerid b segédegyenesre valamely tetszblegesen valasztott egységszakaszt, a-ra
pedig az adott v abszolutértékét képvisel6 hosszusagot felrakni, hogy azok t6ltsék be BN és AM szerepét. Ez a gyakorlatilag kielégitd
eljaras a sz6 szigoru értelmében nem szerkesztés.



Az osztoviszony elGjelzése indokolja, hogy egy egyenes szakaszainak, vagy parhuzamos egyenesi szakaszoknak az
egyméshoz valé viszonyitasa helyett irdnyitott — vagyis kezd6ponttél végpontig haladé — utak hanyadosat alkalmazzuk.
Ilyen médon elGjeles szamok fognak az aranyok szerepében fellépni. Aszerint, hogy egyezd, vagy ellenkezd irdnyitdsiak
a szakaszok, a szakaszok ardnydt pozitiv, vagy negativ szamnak tekintjik.
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4. dbra

Példaul (4. abra) a kovetkezs kifejezések a helyesek:

o AU UA
4a dbran (ABM) = VB~ BV’

o AU UA
4b abran (ABM) = W = ﬁ .

Ugyanis, ha a baloldali osztéviszony negativ, akkor a jobboldalon ellenkezéen irdnyitott, parhuzamos szakaszokat kell

irnunk. Ha a baloldali osztoviszony pozitiv, akkor a jobboldalon egyez6 irdnyitasd, parhuzamos szakaszokat kell irnunk.
Ezzel a megallapodassal az elGjelzés folytan tamadhato logikai zavarokat elharitottuk. A parhuzamos szelGkre

vonatkozd ismert tételeinket is ebben az értelemben — modositott fogalmazasban — alkalmazzuk a tovabbiakban.

Egy haromszog és egy a haromszog sikjan levs egyenes — ABC' és s — ha az egyenes nem megy it egyik szogponton
sem, két kiilonb6z6 kolesonos helyzetben lehet. A szogpontok az egyenes egyik oldalara esnek, vagy kettejiik az egyik
oldaléra és a harmadik a mésik oldaléra. Eszerint, ha s az ABC mindhérom oldalegyenesét metszi, mégpedig AB,
BC, CA, egyenest rendre Z, X, Y pontban, akkor az

(ABZ), (BCX), (CAY)

osztoviszonyok koziil vagy harom negativ, vagy kettd pozitiv és egy negativ. Akar az el6bbi, akiar az utobbi eset all
fenn, mindig az
(ABZ)-(BCX) - (CAY) <0
érvényes. A MENELAOS-féle tétel ennél tobbet mond, nevezetesen azt, hogy e harom osztoviszony szorzatanak mi az
értéke.
MENELAOS-féle tétel: Ha s egyenes nem megy dat az ABC hdromszog eqyik szdgpontjan sem, és az AB, BC, CA,
egyeneseket rendre Z, X, Y pontokban metszi, akkor

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = —1.

Az 5. dbra a két kiilonb6z6 helyzetviszonyt szemlélteti. Egy-egy oldalegyenes és az s egyenes egy-egy part alkot. E
harom egyenespar barmelyikének két-két parhuzamos szelGje 1ép fel az abran.




Azokra a fentebb méar idézett tételt alkalmazva mind a két esetben az

AU VB Ccw
(ABZ) = VB’ (BCX) = o (CAY) = UA
érvényes.

A harom egyenlGség szorzatabol éppen a bizonyitandé formula helyessége addédik. A jobboldali tortek szorzata
ugyanis » —« elGjeld tort, melynek szamlalojaban és nevezGjében ugyanaz a harom iranyitott szakasz szerepel. Tehat
a jobboldal értéke valoban —1.

A MENELAOS-tétel megforditasanak tekinthets tétel a kovetkez6: ha az ABC hdromszdg szégpontjaitdl kilonbézd
Z, X, Y pontok rendre az AB, BC, CA egyenesen vannak és fenndll az

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = —1,

akkor az X, Y, Z pontok egy egyenesen vannak, vagyis X, Y, Z kollinedris ponthdrmas.

E tétel bizonyitasat ugy végezziik, hogy a tétel allitasat tagadjuk, s a MENELAOS-féle tételre tamaszkodva megmu-
tatjuk a tagadas tarthatatlansagat.

Tegyiik hat fel, hogy a bizonyitandé tétel 6sszes kirovasai teljesiilnek, s mégsem kollinearis az X, Y, Z pontharmas.
Ennélfogva XY egyenes egy a Z-t6l kiilonb6z6 P pontban metszi az AB egyenest, vagy parhuzamos vele. Ha az els6
feltevés all fenn, akkor a MENELAOS-féle tétel szerint

(ABP) - (BCX) - (CAY) = —1,

a kiindul6 feltevés pedig
(ABZ) - (BCX) - (CAY) = -1

volt. E kett6 egybevetésébsl
(ABP) = (ABZ)

kovetkezik, ami képtelenség, mert kiilonb6z6 pontok osztoviszonya nem lehet egyenls. Ha a mésik feltevés all fenn,
vagyis XY az AB-vel parhuzamos, akkor a parhuzamos szelSk tétele szerint

(BCX) - (CAY) = +1,

amit a kiindulé feltevéssel egybevetve (ABZ) = —1 adodik. Ez szintén képtelenség, mert — amint mar tudjuk — v = —1
osztoviszonynak megfelel6 pont az AB egyenesen nincs.
Ezzel a megforditott tétel indirekt bizonyitasat be is fejeztiik.

3. A Ceva-féle tétel

Tekintsiik a sik ABC haromszogét, tovabba a csticsoktol kiillonbozé és az oldalegyenesekhez sem illeszkedd S pontot.
Két esetet kiilonboztessiink meg: az S pont a haromszog belsejében van, vagy a haromszogon kiviilre esik. Tekintsiink
el ama esetektsl, midén csak egyike is bekovetkezik a kovetkezs lehetGségeknek: AS || BC, BS | CA, CS || AB.
Masszoval AS a BC-t, BS a CA-t, C'S az AB-t messe, mégpedig rendre egy X, Y, Z pontban.

Konnyen belathaté az, hogy az ABC haromszog belsejében levs S pont esetében X metszéspont a B és C' pontok
kozott, Y a C és A, Z az A és B kozott van. Ha azonban az S kiils6 pont és az X, Y, Z metszéspontok mind fellépnek,
az oldalegyeneseken valo helyzetiik megallapitasa koriiltekint6bb meggondolast kivan (6. abra).

I

6. dbra



A haromszog oldalegyenesei 7 tartoményra bontjak a sikot. Egy véges tartoméanyra (VII) és még hat, végtelenbe
nyualo6 tartomanyra. Az utobbiak a kiilsé tartomanyok. Alkatuk szerint két kiilonb6z6 tipust képeznek. Az egyik tipushoz
az I, II, Il tartomanyok, a masikhoz a IV, V, VI tartomanyok tartoznak.

Ha S pont I-ben van, akkor X a B és C kozott Y és Z pedig rendre a C A, és AB oldal meghosszabbitasan van. Ha
S pont a IV tartomanyban van és Y, Z metszéspontok fellépnek, akkor X és B és C kozott, az Y és Z pedig rendre az
AC és AB oldal valamelyik meghosszabbitasdn van. Hasonloan tisztazhato a II, IIL, ill. az V, VI tartoményban levé
S pont esetében az X, Y, Z pontok helyzete.

Az eddig megéallapitottak alapjan, ha S az ABC-hez képest belsé pont, akkor (ABZ), (BCX), (CAY) osztoviszo-
nyok mindegyike pozitiv szdm; ha pedig kiils6 pont, akkor a harom osztéviszony ketteje negativ és egy pozitiv szam.
Vagyis akar belss, akar kiils6 pontra nézve, ha X, Y, Z metszéspontok mindegyike fellép, fennall az

(ABZ) - (BCX)-(CAY) >0

egyenl6tlenség. CEVA szerint azonban ennél tobbet is tudunk mondani.
CEVA-féle tétel: Ha az ABC hdaromszig BC, CA, AB oldalegyenesein rendre X, Y, Z hdromszdg csiucsaitol killonbozd
olyan pontok, hogy AX, BY, CZ egyenesek egy S pontban taldlkoznak, akkor

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = +1.

7. dbra

Bizonyitds (7. abra). Alkalmazzuk a MENELAOS-féle tételt a ZCA haromszog BY szelGjére, valamint a BCZ
haromszog AX szelGjére. A tételt képezs egyenlGséget mindkét esetben részletes alakban irjuk ki:

ZS CY AB _ _ BX (S ZA _

SC' YA Bz % X0 Sz AB

E két egyenl@ség szorzatabol, ha még az iranyitott szakaszokra érvényes

Z8 cs ZA  AZ

Sz~ sc~ " Bz ZB
egyenlGségeket is tekintetbe vessziik, éppen a bizonyitandd

AZ BX CY 4
ZB XC YA
adodik.

Ez a tétel ugy fordithatdé meg, hogy ha az ABC héaromszog AB, BC, C' A, oldalegyenesein rendre rajta vannak a
csucspontoktol kiilonbozé Z, X, Y pontok és fennéll az

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = +1

egyenlGség, akkor az AX, BY , C'Z egyenesek vagy egy pontban talalkoznak, vagy parhuzamosak egymassal.

A tételt itt is a tételt tagado allitds megcafolésaval igazoljuk.

Tegyiik fel, hogy AX és BY egy S pontban metszik ugyan egymast, de C'Z egyenes mar nem megy at az S ponton.
Eszerint C'S egyenes vagy egy a Z-t6l kiilonb6z6 P pontban metszi az AB oldalegyenest, vagy parhuzamos vele.

Ha fellép a P metszéspont, akkor a CEVA-féle tétel szerint

(ABP) - (BCX) - (CAY) = +1;
ezt a bizonyitando tétel kirovasaval egybevetve

(ABZ) = (ABP)



kovetkezik. Ez azonban képtelenség, mert két kiillonb6z6 ponthoz, ugyanazokra az alappontokra vonatkoztatva, kiilon-
b6z6 osztoviszony tartozik.

Ha pedig CS || AB, akkor az X ponton atmend BC és AS, valamint az Y ponton atmend AC és BS egyenesek
parhuzamos szeli a C'S és az AB egyenesek. Igy a parhuzamos szel6kre vonatkozo aranyossagi tételt alkalmazva:

BX _BA OV _SC
xXc sc’ YA AB’

Tekintetbe véve BA = — AB 0Osszefliggést is, a két egyenlGség szorzata:

BX oy _
XC YA '
Ezt az alapkirovassal egybevetve kovetkezik, hogy
(ABZ) = —1.
Ez pedig képtelenség, mert — amint mar tudjuk — a v = —1 osztéviszonyhoz nem tartozik viszonyitott pont.

Annak a bizonyitdsa pedig, hogy ha allnak a tétel kirovasai, de az AX BY, CZ egyenesek barmely ketteje nem
metszi, egymast, vagyis parhuzamosak, akkor a harmadik is parhuzamos veliik, méar konnyen megy, az olvasora bizzuk.

4. A harmonikus pontnégyes

Tekintsiik A, B, C, D pontokat a sikon, ha koziiliik semelyik harom sem esik egy egyenesbe (8. dbra).

8. dbra

Az ilyen négy pont un. teljesnégyszioget létesit. A teljesnégyszog szogpontokbdl és oldalakbol allo alakzat; szbgpontjai
az A, B,C, D pontok és oldalai az AB, CD, AC, BD, AD, BC, egyenesek.

Barmelyik oldalnak van egy dtellenes parja. Az oldal két szogpontot kot Ossze, az atellenese pedig a tobbi két
szogpontot. Igy az atellenes oldalak parokat alkotnak:

AB parja CD, AC parja BD, AD parja BC.

A parok egy-egy metszéspontot szolgaltatnak — ha csak nem parhuzamosak —az X, Y, Z pontokat. Ezeket dtlospon-
toknak nevezziik.

Tekintsiink most egy harom atlosponttal rendelkezé teljesnégyszoget, amilyen az dbran is szerepel. Az XY egyenest
az X, Y, atlospontokon &t nem mend AC és BD oldalak ugy metszik U és V pontokban, hogy az X, Y alappontokra
és U, V wviszonyitott pontokra nézve fennéll az

(XYU) XU XV

(H) (XYV) UY VY

osszefiigges. Ugy mondjuk e reldcionak megfeleld egyenesvonalt pontnégyes viszonyat, hogy az X, Y; U, V pontparok
harmonikus pontnégyest alkotnak. Bizonyitsuk is be a (H) relacio helyességét.
Tekintsiik evéghdl az XY B haromszoget, a d egyenest és a D pontot. Alkalmazzuk ezekre az elemekre a MENELAOS-
féle és a CEVA-féle tételt:
(XYU)-(YBC)-(BXA) =-1
és
(XYV)-(YBC) - (BXA) =+1.
(A haromszog oldalait d egyenes U, C, A pontokban metszi. D pontot pedig a haromszog cstucsaival 6sszekots egyenesek

a szemkozti oldalakbol kimetszik a V, C, A pontokat.) E két egyenlGség hanyadosaként éppen a bizonyitandoé egyenl&ség
adodik.



A kozépiskolai matematika és fizika tananyagaban tobb helyiitt szerepel harmonikus pontnégyes. Igy pl. ha AC =
BC, akkor az ABC héaromszog AB oldalat a C-nél levs szog kiils6 és belss felezGegyenese olyan pontparban metszi,
mely az A, B alappontparral egyiitt harmonikus négyest alkot. pl. a 2. abran az A, B; X, Y pontnégyes. Mas példa:
ha kisnyilasa homort gémbtiikdrnek kozéppontja (vagyis a tiikkr6z6 gombsiiveg kozéppontja) G, a gémb kbzéppontja
O, a GO tengely, tetsz6leges T' pontjanak képe K, akkor a G, O alappontpar a T, K pontpéarral egyiitt harmonikus
négyest alkot.

Tekintsiik a szdmegyenesen a
1 1 1
0 — -
"k—-1" k7 k+1
szamokat képvisel§ pontokat. Vegyiik alappontoknak az els6 és harmadik pontot, viszonyitott pontoknak a negyedik
és a masodik pontot. Rovid szdmolassal az deriil ki, hogy ezek is harmonikus pontnégyest alkotnak. Ebbél érthets az

is, hogy miért nevezik az . . .

1 1
1 ) 2 ) 3 ) 4 ) 5 )
(0-hoz tart6) széamsorozatot harmonikus sorozatnak,

Az osztoviszony, valamint a harmonikus pontnégyes fogalma, toviabba a CEVA- és a MENELAOS-féle tétel, valamint
e tételek megforditottja tobb, sorrakovetkezs feladat megoldasahoz fogja segiteni az olvasot.



