Elsé feladat. Az ABCD konvex négyszogben AB+BD nem nagyobb, mint AC+CD. Bizonyitandd, hogy akkor az
AB oldal kisebb az AC dtlondl.

Megjegyzések: 1. Mivel a feladat négyszogrol szol, az A, B, C, D pontoknak egymastol kiilonb6z6knek kell lenniok.
Ezért téved, aki szerint a feladatnak azt kellene allitania, hogy az AB oldal nem nagyobb az AC &tlonal, hiszen
AB = AC, ha B és C egybeesik (7).

2. A kovetkezs okoskodas alatdmasztja azt, hogy a feladat allitasa helyes. Rajzoljunk ellipszist, amelynek fokuszai
A és D, és amelyik athalad a B ponton (1. dbra).

1. dbra

A feladat feltevésébdl kovetkezik, hogy C ezen az ellipszisen kiviil van, vagy esetleg rajta. Ezért az AC szakasznak
egy C1 pontja az ellipszisen van, Cy esetleg azonos a C' ponttal. Minthogy »az ellipszisnek A-bol indul6 radiuszvektora
allandoan novekszik, amint végpontja az ellipszisen a nagytengely A-hoz kozelebb es végpontjatol a D-hez kozelebb es6
végpont felé mozog«, kovetkezik az, hogy AB kisebb ACi-nél, s igy még inkabb kisebb AC-nél. — Ezt az okoskodast
bizonyitdsnak nem nevezhetjiik, hiszen az idézGjelek kozé foglalt allitast a szemlélet alapjan elhissziik ugyan, de
bizonyitva nem latjuk. — Bizonyitassa valik ez az okoskodas, ha ezt az allitdst nemcsak kimondjuk, hanem bizonyitjuk
is. Ennek kifogastalan elvégzése azonban elég koriilményes feladat (hacsak nem éppen feladatunknak més megoldasa
alapjan kovetkeztetiink ennek az allitasnak helyességére). — Az emlitett bizonyitas kevés munkaval elvégezhetd, ha a

trigonometriat hasznaljuk, és arra az el6ismeretre épitiink, hogy pl. a cosinus-fiiggvény 0° és 180° kozott allanddan
fogy. Az ilyen bizonyitas eleminek és Otletesnek semmiképpen sem volna nevezhets.

I. megoldas. Tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben AB > AC, hogy tehat az A pont a BC szakasz felez6me-
rélegesén, vagy pedig ennek C' felgli oldalan helyezkedik el (2. abra).
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2. dbra

Mivel az ABCD négyszog konvex, kovetkezik, hogy a D pont az AB oldalegyenesnek C fel6li oldalan, a BC
oldalegyenesnek A fel6li oldalén, végil az AC atloegyenesnek B-vel atellenes oldalan van. A D pont tehat annak
(az abran vonalkizott) tartomanynak belsejében van, amelyet megkapunk, ha az ABC< tartoméanyabol az ABC
haromszoget levagjuk. Ennek a tartomanynak a belseje azonban egészben a BC' szakasz felez6merdlegesének C' fel6li
oldalan van, hiszen hatarvonalainak pontjai koziil legfeljebb csak A lehet a felezémerdlegesen. Ezért a D pont is ebben
a félsikban van, és BD > C'D. Ezt az egyenl6tlenséget az igaznak elfogadott egyenlétlenséggel 6sszegezve AB + BD >

> AC + CD adodik, ami ellentmond a feladat kirovasanak. Ez az ellentmondas feltevésiink lehetetlenségét és a feladat
allitdsanak helyességét bizonyitja.

II. megoldas. Ha BD > CD, akkor ebbdl és AB + BD < AC + CD fennallasabol (kivonassal) kovetkezik, hogy
AB < AC. Ezért a bizonyitasnal jogosan szoritkozhatunk arra az esetre, amidén BD < C'D (3. abra).



3. dbra

Ebben az esetben — hivatkozva arra a tételre, hogy a haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van —
a BCDA-bél adodik, hogy BCD< < DBC<. Igy tehat BCA<t < ABC<, hiszen az el6z6 egyenl6tlenség baloldalan
szerepld szoget csokkentettiik, a jobboldalon &llot meg noveltiik. Az utébbi egyenlétlenségbdl azonban — a mar idézett
tételt az ABCA-re alkalmazva — ad6dik, hogy AB < AC.

III. megoldas. Ismeretes (és a haromszog oldalaira vonatkozo egyenlétlenségbdl nyomban kovetkezik), hogy egy
konvex négyszog két atellenes oldalanak Gsszege az atlok 6sszegénél kisebb, esetiinkben tehdt AB4+CD < AC+BD. A
feladat feltevése szerint AB+ BD < AC + CD. Ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszegezve, rendezés utan 2- AB < 2- AC
adodik, ami allitdsunkat bizonyitja.

Masodik feladat. Bizonyitandd, hogy ha eqy test minden sikmetszete kir, akkor a test gomb.

Megjegyzések: 1. Legrovidebben a kovetkez6 modon indokolhatjuk az allitds helyességét: Tekintsiik a testnek egy
leghosszabb hurjat. E huron atfektetett sik korben metsz, s a hir ennek a kérnek dtmérgje, hiszen kiilonben ennek
a kornek, tehat maganak a testnek is volna a kiszemeltnél hosszabb hurja. Ebbél azonban az kévetkezik, hogy a test
azonos avval a gombbel, melynek egyik &tmérdje a kiszemelt hir. — Ez az okoskodéas hidnyos, mert nem bizonyitja, hogy
van leghosszabb hir. Okoskodasunk bizonyitassa valnék, ha ezt is bizonyitanok, ehhez azonban a fels6bb matematika
eszkozeinek hasznélatara volna sziikség.

2. A feladat szovegezése félreértésre nem ad lehetGséget. Felvethetd mégis a kérdés, mit jelent a »test« szo a szoveg-
ben. Felelhetjiik, hogy térbeli pontoknak tetszéleges Gsszességét, halmazat jelentheti. Feladatunknak ilyen irdnyban is
szabatos megszovegezése igy hangzik: Legyen egy térbeli ponthalmaznak egynél tobb pontja; rendelkezzék e ponthal-
maz avval a tulajdonsaggal, hogy ha egy sikban egynél tobb pontja van, akkor e sikban levé pontjai egy korlemezt
(egy kor belss és hatarpontjai altal alkotott halmazt) alkotnak; bizonyitando, hogy e térbeli ponthalmaz gémb (egy
gbémb bels6 és hatarpontjainak halmaza). A kovetkez6 megoldasok akkor is hidnytalanok, ha azokat e szabatosabb
feladatszovegezés szemiivegén at tekintjiik.

I. megoldas. Tekintsiik testiinknek két parhuzamos sikmetszetét. Ezeknek kozéppontjain at sikjaikra merdéleges
sikot fektetiink. E sik a két kort négy pontban metszi (4. abra).
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4. dbra

E négy pont altal meghatarozott trapéz hiirnégyszog, hiszen sikja a testet korben metszi; ezért e trapéz szimmetrikus
(szemkouzti szogei kiegészitG szogek, ezért egy parhuzamos oldalon egyenld szogek nyugszanak). Szimmetrikus trapéznal
a parhuzamos oldalak felez6pontjait 6sszekots egyenes merdleges a parhuzamos oldalakra, igy tehat a korkozéppontokat
0sszekots egyenes mer6leges a korok sikjaira.

Ezek szerint, ha a két sik egyikét parhuzamosan eltoljuk, az addédé kormetszet kozéppontja mindig rajt van a
maésik kor kdzéppontjaban sikjara emelt merdlegesen. Ez az egyenes tehat forgastengelye testiinknek, testiink forgas-
test. A forgastengelyen atfektetett sik is korben metszi azonban a testet, és a szimmetria miatt e kor kézéppontja a
forgastengelyen van. A szerepl$ forgéastest tehat gomb.

II. megoldas. Tekintsiik a testnek egy C' kozéppontu k kormetszetét (5. dbra).



5. dbra

Ennek sikjara C' pontban mer6legest allitunk. Fektessiink at egy sikot e mer6Glegesen. Ez a sik a k kort P és
@ pontban, a testet pedig egy ki korben metszi. Mivel PQ huarja ennek a kornek, e har felez6meré6legese, tehat az
eredetileg szerkesztett merdleges ki-nek egy AB atmérgjét tartalmazza. Mivel a metszd sikot onkényesen vettiik fel,
kimondhatjuk, hogy az AB egyenesen atfektetett minden sik AB atmérGji korben metszi a testet. Testiink ezért az
AB atmér6ji gombbel azonos.

III. megoldas. Ha testiinknek egy AB huarjan at két sikot fektetiink (6. dbra), két kormetszethez, az egymast A,
B pontokban metsz6 ki és ko korokhoz jutunk.

6. dbra

E két kor egy G gombot hatéroz meg (kdzéppontja a két korkozéppontban a korsikokra emelt merdlegesek met-
széspontja, s ezeknek van metszéspontjuk, mert AB felez6merdleges sikjaban vannak, és nem péarhuzamosak).

Legyen P testiink feliiletén egy pont. Fektessiink egy sikot a P ponton és az AB hurnak egy bels6 () pontjan at.
Ez a sik a k1 és ko kort négy pontban metszi, hiszen adthalad mindkét kdrnek belsé pontjan, a @ ponton. Ez a négy
pont a G gbémb feliiletén egy kort hataroz meg. A felvett sik kormetszete is athalad e négy ponton, ez a két kor tehat
azonos. Ezek szerint P is G feliiletén van, és minden, a () ponton athaladé sik &ltal G-bdl kimetszett kor testiinknek
feliiletén helyezkedik el. Testiink ezért a G' gdmbbel azonos.

IV. megoldas. Legyen k; a testnek egy kormetszete (6. abra), legyen @) ennek a korlemeznek bels6 pontja, legyen
P a test feliiletén, de nem a k; koron, legyen végil G az a gdmb, amelyik athalad a P ponton és tartalmazza a ki
kort. A PQ egyenesen atfektetett sik a ki kort A és B pontban metszi (hiszen tartalmazza a kornek bels6 @ pontjat),
tovabba testiinket és a G gombot is korben metszi. E két kor azonos, mert P, A és B kozos pontjaik. E sikmetszetek
azonossagabol a test és a G gdmb azonossaga kovetkezik.

Harmadik feladat. Egy kérmérkdzés soran mindenki mindenkivel eqyszer mérkdézitt, és egyetlen mérkdzésnek sem
volt dontetlen az eredménye. Bizonyitandd, hogy van olyan résztvevd, aki minden versenytdrsat megemliti akkor, ha
felsorolja az dltala legydzotteket, valamint azokat, akiket az dltala legydzottek legydztek.

I. megoldas. Legyen A olyan résztvevs, akinél tobb gyGzelmet senki sem aratott. Ha A nem felelne meg a feladat
kovetelményének, akkor volna olyan B versenyzs, akit sem A, sem az A altal legy6zottek nem gy6ztek le, aki tehat
mindezeket megverte, s igy legalabb eggyel tobb gy6zelmet aratott, mint A. Ez azonban lehetetlenség, mert A-nal tobb
gy6zelmet senki sem aratott, ezért A megfelel a feladat kovetelményének.

II. megoldas. Legyen A; a versenyzok egyike. Ha az A; altal a feladat el6irdsa szerint végzett felsorolasban nem
szerepel minden mas versenyzd, akkor jeloljiik az altala nem emlitett versenyzsk Osszességét Hi-gyel. Minthogy A;



ezeket nem emlitette, mindegyikitk megverte Aj-et és az A; altal legyGzotteket. Ezért a Hy csoport minden tagja
megemliti az A; altal emlitetteket, ha az el6irt felsorolast elvégzi. Legyen A, egy tagja a H; csoportnak. Ha A,
felsorolasaban nem szerepel minden mas versenyzd, akkor tehat a nem emlitettek mind H;-be tartoznak, s ezek
Osszességét Ho-vel jeloljiik. Mivel As ezeket nem emlitette, mindegyikiik megverte Ao-t és az A, altal legyGzotteket,
ezért a Hy csoport minden tagja megemliti felsorolasaban az A altal emlitetteket. Igy tovabb haladva egyre kevesebb
versenyzGbol allo Hy, Hs, ... csoportokhoz jutunk, amig el nem ériink olyan A,, versenyz6hoz, akinek felsorolasaban
minden versenytérsa szerepel. Minthogy a csokkend csoportok sorozata nem lehet végtelen, el kell hogy jussunk ilyen
versenyzGhoz.

Megjegyzés: A kozolt megoldas burkoltan teljes indukcidra épiil. Okoskodasat a kovetkezGképpen is eladhatjuk:
Ha csak két résztvevs van, a feladat allitasa helyes; tegyiik fel, hogy az allitas helyes, ha a résztvevék szama n-nél
kevesebb; az n versenyzs koziil kivalasztott Ay versenyzé egy H; csoportot hataroz meg, hacsak maga meg nem felel a
kovetelménynek; Hi-ben n-nél kevesebb résztvevs van, az indukcids feltevés szerint van tehat kozottiik olyan, akinek
felsorolasaban Hi-nek minden maés tagja szerepel, a fentebbiek szerint viszont a H;-be nem tartozok mindegyikét is
emliti, ez a versenyz6 tehat megfelel a feladat kovetelményének.

III. megoldas. Az allitast teljes indukcidval bizonyitjuk. Ha csak két résztvevd van, az allitas nyilvan helyes.
Tegyiik fel, hogy helyes az allitas, ha n résztvevs van. Ha tehat n 4 1 résztvevd van, akkor van az els6 n kozott olyan
A résztvevd, akinek felsorolasdban minden més versenyzé szerepel az els6 n koziil. Legyen B az (n + 1)-edik résztvevd.
Ha B is szerepel A felsorolasaban, akkor A megfelel a kovetelménynek. Ha B nem szerepel A felsorolasdban, akkor B
le kellett hogy gyGzze A-t és azokat, akiket A legy6zott; ezért B-nek felsoroldsaban szerepel A és mindazok, akiket A
felsorolt; ekkor tehat B megfelel a kovetelménynek.

IV. megoldas. A versenyzsk egy teremben helyezkednek el. Az egyik versenyzé kivezeti a terembdl azokat, akiket
legy6zott (esetleg senkit sem). Ha van még, aki a teremben marad, egyikiik ajbol kivezeti azokat, akiket legy6zott a
teremben maradottak koziil. Ezt folytatjak mindaddig, amig valaki a termet ki nem triti. A kiiirit6 legyGzte azokat,
akiket kivezet, és azokat, akik korabban kivezettek, hiszen a teremben maradhatott, ez utébbiak viszont legy6zték az
altaluk kivezetetteket. A kiiirit6 tehat minden tarsat megemliti felsorolasdban.

Megjegyzések: 1. Az els6 megoldas mutatja, hogy a gydztes (vagy a gyGztesek barmelyike) megfelel a kovetelmény-
nek. Nem igaz azonban, hogy csak gy&ztes felelhet meg. S6t még a vesztes is megfelelhet, ezt az alabbi eredménytablazat
példaja bizonyitja:

A B C D E
Aj—-|1]1(1]0
Blo|—-]1|0]1
ClojOo|—|1]1
Djoj1|0|—-|1
E|j1]0]0]0] -

2. Az is lehetséges, hogy a verseny minden résztvevije megfelel a feladat kovetelményének. A fenti eredménytablazat
erre is példat nydjt. Mutatja, hogy 5 versenyzé esetében ez is lehetséges. Felvetjiik a kérdést, hogy hany résztvevss
versenyben lehetséges ez.

Ha két résztvevs van, nyilvanvald, hogy csak egyikiik (a gy6ztes) felel meg a kovetelménynek. Négy résztvevss
versenyben sem felelhetnek meg mind a négyen a feladat kdvetelményének. Ha ugyanis van kozottiik olyan résztveva,
aki harom gy6zelmet aratott, akkor a tobbinek felsorolasdban ez a versenyzé nem szerepel. Ha van olyan résztvevs, akit
mindenki legy6zott, akkor ennek felsorolasdban senki sem szerepel. Ha viszont mindannyian egy vagy két gyézelmet
arattak, akkor ketten egyszer-egyszer, ketten pedig kétszer-kétszer gy6ztek, hiszen Osszesen hat mérkézés volt; a két
egygyGzelmes versenyzs egyike legyGzte a mésikat, az els6nek felsorolasdban tehat csak két versenytarsa (a méasik és
akit az legyGzott) szerepel.

Bizonyitjuk, hogy ha a résztvevdk szama nem 2 vagy 4, akkor lehetséges olyan versenyeredmény, hogy minden
versenyzd megfelel a feladat kévetelményének.

Ezt elGszor arra az esetre bizonyitjuk, amikor a versenyzok szama, n paratlan. Allitsuk a versenyzéket egy szabalyos
n-sz0g csucsaiba, arccal a sokszog kozéppontja felé. Ha mindenki azokat gy6zte le, akik jobboldalt allnak, akkor
mindenki mindenkit felsorol. Ezt kénnyt ellendrizni.

Ha a versenyz6k szama péros és 4-nél tobb, legyen kozottiik n férfi és n né. Ismét egy szabélyos 2n-sz6g cstcsaiba
allitjuk Gket, valtakozva férfiakat és néket. Gy6zze le mindenki a jobbjan allokat azzal a kivétellel, hogy a nék jobbol-
dali masodszomszédjuktol vereséget szenvednek. Ilyen versenyeredménynél mindenki felsorolja minden versenytarsat
fliggetleniil attol, hogy a sokszog atellenes cstcsaiban allok milyen eredménnyel mérkéznek. Ennek ellenérzése sem
nehéz.

A 7. d4bra bemutatja az elGirdsunk szerinti versenyeredményeket 5 és 6 résztvevd esetében.



7. dbra

Az abrén a nyil a gy6ztestdl a vesztes felé iranyul. A 6 versenyzGs esetben az atellenesen allok mérkdzéseinek (els
sem irt) eredményét dbrank nem is jelzi.



