BeEkE MANO, akit ezekben a sorokban ifja olvaséinknak bemutatunk, a fels6bb matematika kivalé tuddsa volt, a
magyar matematika torténetében azonban elsGsorban mint egyik legjobb tanarunk ttnik ki. Mégpedig nemcsak mint
egyetemi tanar, hanem méar kozépiskolai tanar koraban orszagos hird volt. Elébb a budapesti V. keriileti, Marko-
utcai allami forealiskolaban (ma textilipari technikum), majd a gyakorlé f6gimnaziumban — az Ggynevezett minta
gimnéziumban tanitott. Mintagimnaziumnak hivtak, mert a tanari palyara késziils fiatal emberek az egyetem elvégzése
utan tobbnyire ott sajatitottak el, kivald6 mesterek vezetése mellett, a tanitds miivészetét. Beke ezek kozott a kivalo
tanarok kozott is a legkivalébbak kozé tartozott. Hogy szivvel-lélekkel tanar volt, az onnan is latszik, hogy 1900-ban
tortént egyetemi tanéri kinevezése utan sem mondott teljesen bicsit a kdzépiskolanak, hanem egy darabig, tobb
orszagos hirnevii egyetemi tanarral egyiitt, tanitott még a N6képz6 gimnaziumban (ma Veres Palné leAnygimnazium).
Mindenféle iskolafajnak szant tankonyveket egész palyaja folyaman irt, mi t6bb, a gimnaziumi tantervek készitésében,
amint egy hozzam intézett levelében irja »tevékeny részt vett«. Legnevezetesebb kozépiskolai tankdnyve a » K6nig-
Beke«. Ez Konig GyuLa, a nagy magyar matematikus tankényvének atdolgozésa az ijabb tanterveknek megfelelGen.
KURrRscHAK JOZSEF irja errl az atdolgozasrol, hogy igen hozzaérts, szeretd, de erés kéz munkaja.

Beke Manonak a kozépiskolai tanitasban valo kozremikddése mindezekkel nincs kimeritve. Szazadunk elején KLEIN
FELix, a németorszagi gottingeni egyetem vilaghird tanara — akinek hazank kultirajara is igen nagy befolyéasa volt,
s6t ma is tart — mozgalmat inditott a kozépiskolai tanitas reformja érdekében. Ez a mozgalom rohamosan terjedt az
egész civilizalt vilagon, Magyarorszagon is. Nalunk a mozgalom lelke BEKE MANO és GOLDZIHER KAROLY munkassidga
volt. A mozgalom {6 célkitiizése, a matematika tanitas kozelebb hozatala az élethez, hogy a tanulo képes legyen az
iskolaban tanult matematikat az életben eléfordulé jelenségekre alkalmazni. Ehhez sziikségesnek latszott a differencial-
és integral-szamitas elemeinek és a grafikus modszernek a kozépiskolaba valé bevitele. Mindketten az iskola minden-
napi életében jol hasznalhaté mintakat is adtak. Beke a differencial- és integralszamitas elemeirdl igen jo kozépiskolai
tankonyvet irt, Goldziher pedig szamos cikkben mutatta meg a grafikus modszer alkalmazasat a legkiilonb6zbb kér-
désekre a kozépiskoldban. Beke tovabbé széles kordknek igen latogatott bevezets elGadasokat tartott a differencial-
és integralszamitasba. Ezek konyv alakban is megjelentek és fényesen mutatjik Beke tanari képességeit. A differen-
cidlszamitast ma nem tanitjak a kozépiskolaban, de azoknak az olvas6inknak, akik benne tajékozodni akarnak, ma
is melegen ajanlhaté Bekének ez a kis kdnyvecskéje. Beke egyetemi hasznalatra szant kétkotetes nagy differencial- és
integralszamitasi tankonyvet is irt, ez azonban feliilmulja olvaséink igényeit.

Nem hagyhatom sz6 nélkiil Beke tanari sikereinek egyik titkat. Ez elbajol6 kedves egyénisége. Minden tanitvanyaval
torédott. Lehetetlen volt 6t nem szeretni. Tanitvanyainak nagy serege tényleg késs oreg koraig ragaszkodott hozza.
Es ezt a kiemelkedd tanari palyat derékban torte ketté 1919-ben, a Tanacskoztarsasag bukasat kovets fehér terror;
nevetséges, mondva csinalt lirtiggyel megfosztottak tanari allasatol.

Attérek a tudos jellemzésére. Mar eddigi cikkeimben i1 emlitettem, hogy a magyar matematika kezd6 koranak —
HunvyaDI JENs miegyetemi tanar kiemelkedd egyéniségének hatésa alatt — egyik f6 jellemvonasa a determinansok virtu-
0z kezelése volt. Ez aldl a szabaly alol Beke sem kivétel. A determinéns elméletrdl igen j6 tankonyvet is irt. Beke 6nallo
eredményei egy részében, mint az akkori magyar matematikai iskola altalaban, f6leg RApos GuszTAv miegyetemi
tanar eredményeit hasznalja fel a matematika egy méasik agaban, a linearis differencidlegyenletek elméletében.

Ez az elmélet mind tudomanyos, mind gyakorlati, f6leg muszaki szempontbol igen fontos, de a fels6bb matematika
magas részeihez tartozik, tehat nem beszélhetek rola. Mégsem hagyhatom sz6 nélkiil, hogy ennek az oly fontos elmé-
letnek a mult szazad végén és szazadunkban sokiig PAINLEVE (ejtsd: Penlové) francia miniszterelnék mellett magyar
tudods, SCHLESINGER LAJos kolozsvari egyetemi tanar volt a legnevezetesebb mivelGje.

Nem ismertethetem Beke egyéb fels6bb mennyiségtani kutatasait sem, azonban van érdekes elemi matematikai
eredménye is, ezeket bemutatom.

ElGszor egy elemi geometriai tételét ismertetem, amelynek bizonyitasanal felhasznalja a komplex szdmok néhany
sajatsagat. A tétel igy szol:

Legyen adva két hasonlo sokszog

A1Ay. A A, es ALAL. AL AL

és az egymdsra merdleges (de egyébként tetszOleges) d és e egyenesek. Hizzunk a két hasonlo sokszdg csicsaibol
pdrhuzamosakat a d és e egyenesekkel. Az Ay, csicson dtmend pdrhuzamosak legyenek dy. és ey, az Aj, csicson dtmendk

% €s €).. di, és e}, metszéspontja (dy,e).) és dy, er-€ (d),, er). Akkor a (die})(dzeh) ... (dnel) és (dier)(dyes). .. (den)
két sokszig terilete egyenld (1. dbra).

LObldth R.: Képek a magyar matematika multjabol, III. Kirschdk Jozsef: Kozépiskolai Matematikai Lapok VIII. kotet, 1954., 97-104.
oldal, ugyanez IV. Arany Ddniel: uitt. IX. kotet, 1954, 65-71. oldal.
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1. dbra

A bizonyitasndl elég hasonld hdromszdgekre szoritkozni, hiszen a sokszog haromszogekbdl tehetd Ossze.

A sik Ay pontjanak koordinatai valamely O kezdGponttu koordindtarendszerben zy, yi ehelyett mondhatom, hogy
az Ar pont helyzetét a

2k = Tk + WYk

komplex szam jellemzi, a zj komplex szam képe pedig az Ay pont. A komplex szam azonban, mint olvaséink tudjak,
az OAy vektornak is felfoghatod, amelyet hossztusaga és irdnya jellemez.

A két adott hasonlo haromszdg tehdt A; Ay AsA és Aj ALALA, vagy ha a csticsokkal meghatérozott komplex sza-
mokat adjuk meg (212223)A és (212525)A. A feltétel szerint

(212223) A ~ (212325) A,
ami — amint rogton ki fogjuk mutatni — igy is kifejezhets

21— 22 2] — 2

(1) =

Zg — 23 Zh— 2

Az egyenlGség mindkét oldalan komplex szamok allnak. Két komplex szam pedig csak akkor egyenld, ha abszolut
értékeik is, argumentumaik is egyenlfikE (Az olvaso emlékezetébe idézem: |z|, a komplex szam abszolat értéke az 6t
abrazolo vektor hosszisaga, argumentuma pedig irdnyanak hajlasszoge a valos tengellyel.)

Az (1) egyenlSség tehat azt fejezi ki, hogy egyrészt

2z — 29 2] — 7

)

29 — 23 zh — 24

azaz

A1A2 . A2A3 = AllAé . A/2 . é,

masrészt pedig
! !

Z1 — %2 21 — Z9

arg . arg ——-

2 z3 Z9 zZ3

azaz, hogy
A1 A Az = AJ AL AL,

vagyis, hogy a két haromszog hasonlé.
Az (1) alatti hasonlosagi feltétel ebben a determinans alakban is irhatd?

2 2 1
(2) 29 25 1| =0,
23 zé 1

mert a determinansnak a »Fiiggelék« értelmében valé kifejtése az (1) relaciot adja. Irjuk be (2)-be a zp-k és z;-k
helyett értekeiket zp = xyp + iyx; 25, = 7}, + iy, (k = 1,2,3) ahol xy, yi az Ay pont koordinatai, és a (2) egyenlet
képzetes része a »Fliggelékben« adott tétel szerint

z1yp 1 a1
(3) Toyp 1| — |zhya 1| =0.
z3 Y5 1 s 1

2 Az érdeklsds bévebb felvilagositas nyerhet egy kitting szakkdri flizetb6l: Rieger R.: A komplex szdmok.
3Lasd a »Fliggelék «-et a cikk végén.



Tk, yi, azon pont koordinatai, amelyben az Ay pontbol az y tengellyel és az Aj, pontbdl az x tengellyel vont parhu-
zamosak egymast metszik, ha tehat a d irdnyt valasztjuk = tengelynek és az e irdnyt y tengelynek, akkor (z}., yi) az
(e, dj,) = By pont koordinatai. Eppen igy (zx, yi.) a Bj, = (d,€’) pont koordinatéi. A (3) egyenlet tehat azt fejezi ki,
hogy ez a két haromszog

(d17 6/1)(d2, eé)(d& 6/3) és ( /17 61)(dl27 62)(d£’>7 63)

egyenld terilettd, vagyis tételliink bizonyitva van.

A tételnek sikere volt, tobb magyar szerzd foglalkozott vele. Maga Beke megjegyzi, hogy ha a hasonl6é haromszogek
megfeleld oldalai parhuzamosak, d-nek és e-nek nem kell merdlegeseknek lenniik. PERENYI KANDID dbrazolé geometriai
bizonyitast ad Beke tételére. KLua LipOT pedig lényegesen altalanositja és tiszta geometriai bizonyitast ad ra.

Ezekben a Lapokban egy régebbi,' alatt idézett cikkemben felemlitettem KUrRscHAK JOZSEF elsé dolgozatat, amely-
ben bebizonyitotta, hogy a kdrbe irhatd n-oldali sokszdgek kiozil a szabdlyos n-szog a legnagyobb teriletd és keriletd,
a kor koré irhato n-szogek kozil pedig a szabdlyos n-szog a legkisebb teriiletd és keriletd. Ezt a tételt Beke Mano is
bebizonyitotta, ha nem is olyan elemien, mint Kiirschak, de szintén igen elegansan. Ime az érdekes bizonyitas.

Haazz = aésx = b, (b > a) kozdtt az y = f(x) gorbe az x tengelyhez mindeniitt homora (vagy mindeniitt
dombort) oldalaval fordul és a gorbén n szamu tetszés szerinti pontot valasztunk, és a k-ik pontban my tomeget
helyeziink el, akkor ennek az n szamu tomegpontunak témegkozéppontja (= sulypontja) a gorbe és az = tengely kozé
esik (illetve konvex gorbénél a gorbe folé). Ez magatol értet6ds, mert hiszen két-két pont tomegkdzéppontja mindig
az 0sszekotd huron van, marpedig ez a hur homord gérbénél a gorbe alatt, domboranél felette halad el. A salypont
ordinataja ezért az els6 esetben kisebb, a mésodikban pedig nagyobb a gorbe ugyanazon abszcisszajahoz tartozoéd
ordinatajanal, azaz ezt a tényallast formulakkal kifejezve, az elsG esetben

mif(zy) + maof(z2) + ... + mpf(zy) - f<m13:1 +...—|—mn:1:n)
mi+mo+...+my mi+...+m,

és
maf(zy) + maof(z2) + ... + mpf(zy) o f <m1331 + ...+ mnxn)

mi+mo+...+my mi+...+m,
a masodik esetben. Ha m; = mo = ... = m,, = 1, akkor homora gorbénél
(4) f(:cl)—i—f(:cg)—i—...f(xn)<nf($1+$2—;"'+xn>,
domborinal
(4,) f(1) + f@) + ... + f(zn) >nf(W)

Az y = sinx gorbe a 0, ..., 7(= 180°) szamkozben mindeniitt homoru oldalaval fordul az x tengelyhez (2. abra),

tehat m = 180°-nal kisebb szogekre a (4) egyenl6Stlenséget alkalmazva

1+ 22+ ...+,
- .

(5) sinzy +sinxy + ...+ sinxz, < nsin

\ )
Y

)

)

~h
1
3
x

2. dabra

Ha tehat az O kozéppontt r sugart kor keriiletén felvessziik az AA; Ao, ..., A,—1A, pontokat és meghizzuk az
AAy, A4A, ..., A1 A, egymdst nem metsz6 hurokat és az AOA;, A1OA,, ..., A,_10A, kdzépponti szogeket x1,
Za, ..., Tp-nel jeloljik (mindannyian kisebbek m-nél), akkor az OAA; A, ... A, O sokszogcikk teriilete (3. dbra)

r? . . .
t= ?(smajl +sinxg + ... +sinxy,).
Ha most az AA,, korivet n egyenld részre osztjuk és az igy keletkezs sokszogeikket rajzoljuk meg, ennek teriilete
nr? 5 T ol o2 N S S/ 17
—— sin .
2 n




3. dbra

Az (5)-b6l kévetkezik, hogy
t<T.

Ha tehat xy + 2 + ... + x, = 2w, akkor ennek az egyenlGtlenségnek az az értelme, hogy a szabdlyos n-szdg teriilete
nagyobb bdarmely beirt n-szdg terileténél.
Az AA{ A, ... A, tortvonal hossza

s=2r(sin%+sinx—;+...+sin%>.

Ha pedig az AA,, ivet n egyenld részre osztjuk fel, az igy keletkezd tortvonal hossza

1+ To...+Tp

o = 2rnsin
2n

és ismét (5) szerint
s < o,

és ha megint =1 + 2 + ... + x, = 27 azt kapjuk, hogy a szabélyos n-szog keriilete nagyobb barmelyik beirt n-szdg
keriileténél.

A
y=tgx
£}
1
gl
3
0 Aaax z x
¢ 3 2
4. dbra

Teljesen hasonlé médon kapja a kor koril irt sokszogrél szolo megfeleld tételt. De mivel itt a sokszog oldalai érintik
a kort, az oldalak hosszusagat a tangensfliiggvény fejezi ki, ez pedig a 0, .. ., Z(: 90°) intervallumban domboru oldalat

forditja az x tengely felé (4. dbra), tehat a (4,a) egyenlStlenség értelméberﬁ2

1 t+x2+...+x
(5,a) tg o1 4 tg 2o + ... +tg Ty > 1 tg— 2n °.

amelybdl — teljesen ugyantugy mint a beirt sokszog esetében — kovetkezik a korilirt sokszégekre vonatkozo tétel.
Nem hallgatom el, hogy a most bemutatott bizonyitasban van némi hézag, mert itt bizonyités nélkiil, csupén a
jol ismert sinus- és tangens-gérbékre hivatkoztam, a homortsag, illetve dombortsag bizonyitasa helyett. A gorbék
ezen sajatsdgai a differencidlszamitas legelemibb jol ismert tételei kozé tartoznak, Beke bizonyitasa tehat teljesen
kifogastalan.
Beke kombinatorikus kérdésekkel is foglalkozott. Az alapfogalmakat az olvasd emlékezetébe idézem. Adott elemek-
nek (pl. osztalyod tanuldi, vagy az abécé betiii, vagy szamok stb.) bizonyos sorrendben valo elrendezését, ha valamennyi

“Ebben a bizonyitasban [az (5) formula bizonyitasanal] felhasznaltuk azt a tételt, hogy az r sugar kér 2o nyilasa kdzponti szégeével
befogott harja 2r sin «, felhasznaljuk majd azt is, hogy a sz0g szaraival befogott, a szogfelez6re merdleges érinté pedig 2r tg a. Bizonyitsuk
ezt be.



elemet felhasznéljuk permutdcionak nevezziik, ha azonban az elemeknek csak egy részét vettiik ki bel6liik, pl. n elem
kozil k szamut (k < n) a sorrendre vald tekintet nélkil, akkor n elem k-ad osztalyd kombinécioit alkottuk meg. Ha
a permutalando elemek koziil egyezdk is vannak, akkor permutdciorol beszéliink azonos elemekkel. (Szokés ismétléses
permutécié beszélni, azonban ez nem célszerd, mert) ismétléses kombindciorol beszéliink, ha adott elemekbdl ugy kell
bizonyos szamut kivalasztani, hogy mindegyik elem tobbszor is, akdrmennyiszer el6fordulhat. (A permutéciok esetében
viszont mindegyik elem megadott szdmszor kell hogy el6forduljon. Ezért célszert az elnevezésben is kiilonbséget tenni.)
szamd helyet az a elemek és igy n — k szdma helyet a b elemek toltenek be — tiistént latjuk, hogy az ilyen azonos elemd
permutaciok szama

n!
©6) kl(n — k)

Csakugyan, mivel n kiilonb6z6 elem permutacidéinak szama n! és barhogyan cserélem is az a elemeket egymés
kozott, mindig ugyanazt a permutéciot kapom, k szadmu elem pedig k! szami modon cserélhets, az n — k szamu b elem
egymas kozott vald cseréje is valtozatlanul hagyja a permutéciot, vagyis két elembdl a (6) alatti szamu kilénbo6zs a
taga permutécié irhaté fel. Gondoljuk meg most, hogy n elembdl, hany k-ad osztalyt kombinécié készithets? Olvaséink

tudjak, hogy
(n)_n(n—l)...(n—k—i—l)_ n!
L) =

1,2,...k kl(n—k)!
tehat ugyanannyi, ahany ismétléses permutacio.

Beke ennek a két szamnak megegyezését igy indokolja kdzvetleniil: amikor a font leirt n elem permutécioit alkotjuk,
nem tesziink egyebet, mint, hogy n elem koziil k£ elemet minden lehet6 moédon kivalasztunk, azzal n elembdl k-ad
osztalyd kombinaciokat is alkotunk; ha ugyanis az n elembdl egy permutaciécsoportot akarunk csindlni, akkor csakis
a k szamu megegyezS a elemet kell bizonyos médon elhelyezniink az n koziil £ helyen, vagyis a megegyez6 elemek
mindegyikének valamely sorszamot kell adnunk 1-t6l n-ig, s a tobbi, iiresen maradt helyet kell az egymassal megegyezs
n — k szamu b elemmel kitolteni. Igy a permutaciok megalkotasanal az egyetlen kombinatorikus mivelet az n sorszam
koziil k sorszam kivalasztasa, vagyis a permutaciok képzése és az n szam (elem) koziil k-ad osztalyd kombinaciok
megalkotésa lényegében ugyanaz a mivelet.

Ugyanez a gondolat vezet a kovetkez6 altaldnositasra is; ha az n elem kozott k1 szdmu elem egymaés kozott, ko
ismét egymaés kozott és ugyanigy ks, ky, ..., ks, megegyezik, ahol tehat

k1+k2+...—|—kszn,
akkor a permutécidk szdma

n!

P = ——— =
kilka! .. k!
- n! (n—ky)! n— (kv +ka+...+ks2)]!
- kl'(n — kl)' kg'(’n — kl — kz)' ks—l!ks! -

)Ry

Beke utébb észrevette, hogy ez a minden szamitast mellliz6 bizonyitasi moéd az ismétléses kombinacidkra is kiter-
jeszthet6, megmutatja ugyanis, hogy n elemnek ismétléses k-ad osztalyt kombinacidinak képzése ugyanaz a mivelet,
mint n + k — 1 elem egyszerd k-ad osztélyt kombinécidinak megalkotasa. A bizonyitas tovibb, részletezésébe nem
bocsatkozom

Most Beke algebrai dolgozatairdl szamolok be. Az egyik a harmadfoki egyenletrél szol. Az 6gorogok geometriai
uton, korzével és vonalzoval vald szerkesztés atjan meg tudtak oldani a méasodfoku egyenletet, ezt koriilbeliil ezer évvel
ezel6tt MoHAMED BEN MUsA ALcHOVARIZMI hires arab tudos szamolassal végezte el. Képletét, hiszem, minden olvasém
ismeri. A harmadfoku egyenlet is koran felkeltette a matematikusok érdeklédését. A babilonok mér kézel 6000 évvel
ezel6tt =2 + x értékeire tablazatokat készitettek, amelyek segitségével kizelitéleg meg tudtak oldani harmadfoku egyen-
leteket. A pontos megoldas csak joval késbb, idészamitasunk XVI. szdzadanak elején sikeriilt SCIPTONE DAL FERRONE
olasz tudésnak. Ez volt ezer évnél joval hosszabb id6 alatt — az 6gordg vilag lettinése utan — az elsé nagy matematikai
felfedezés. Még a XVI. szazad els6 felében 1545-ben megjelent konyvében CArRDANO (ejtsd Kardano; az els6 4 rovid)
olasz tudés béven foglalkozott a harmadfoki egyenlettel, melynek megoldé formuldjat rola ma is Cardano-féle képlet-
nek hivjak. Mar Cardanonak is felttint, hogy az esetben, ha az egyenlet mindharom gyoke valés, a megoldé formulédban
komplex szambol kell gyokot vonni. Ez a XVI. szdzad matematikusainak jéformén lekiizdhetetlen nehézséget okozott.
(Ne feledjiik el, hogy ekkor a betiiszamtan még nem volt feltalalva.) Ezt az esetet azért » casus irreducibilis«-nek (=
ynem visszavezethetG« esetnek) nevezték el. Kozel 350 éven at igyekeztek a legkivalobb matematikusok ezt a zatonyt

SMegjelent a K. M. L. IV. kétet 2. szamaban (1952. mérc.) Ivdn Ldszlé: A kombinatorika elemei (47-48. old.).



elkeriilni, hogy tehat mindharom valds gyokot valos szambol vont gyokvonassal megkaphassak. Hiaba! Mindinkabb 1&b-
ra kapott az a nézet, hogy ez nem a matematikusok ligyetlenségén milott, hanem a nehézség magaban a targyban van,
de ezt bebizonyitani igen sokaig senki sem tudta. Csak 1890-ben sikeriilt MoLLAME olasz tudosnak (és roviddel utana és
t6le figgetleniil KNESER és HOLDER német matematikusoknak) kimutatni, hogy a casus irreducibilis esetén nem lehet
a gyokoket valos szambol valo gydkvonas segitségével megtaldlni. A komplex szambol valo gydkvonas elkeriilhetetlen,
s6t ez harmadfokunal magasabb foku egyenletekre is all. 1922-ben ugyanis Alfréd Lowy (német) bebizonyitotta azt a
szép tételt, hogy ha valamely paratlan foka egyenletnek egynél tobb valés gyoke van, ezeket semmi esetre sem lehet
pusztan valos szamboél vont gyokvonéssal megkapni. Beke emlitett dolgozatdban KNESER — akkor 0j — bizonyitasat
ismerteti a harmadfoka egyenlet casus irreducibilisérsl. (Félreértések elkertilése végett kiilon kiemeljiik, hogy ezek a
tételek nem azt allitjak, hogy semmiféle valos tton nem lehet a valos gyokokhoz jutni, hanem csak azt, hogy valos
szambol vont gyOkvonassal nem lehet a gyokoket megkapni. Olvasoéim egy része valoszintleg ismeri a harmadfoka
egyenlet »trigonometrikus megoldasat«, amelyet még a XVI. szadzadban talalt fel VIETA hirneves francia tudoés, de 6
nem gyokvonassal, hanem a cosinus-fiiggvény felhasznalasaval jut célhoz.)

A negyedfoku egyenlet megoldasa csakhamar kovette a harmadfokuét. Ez 1542-ben sikeriilt az el6bb emlitett Car-
dano tanitvanyanak, FERRARI-nak, 22 éves koraban! Megoldéasat Lapunkban ismertettem [ Azota sok mas megoldasi
modszert talaltak a negyedfoku egyenletre. (Megjegyzem, hogy a negyedfokunal magasabb foki egyenleteket gyikjelek
segitségével dltaléban nem lehet megoldani. Ez a fels6bb algebra egyik nevezetes és fontos tétele.)

A negyedfoku egyenlet barmely megoldasi médszerének van egy kozos alapgondolata. Sziikséges el6zéleg egy har-
madfokt egyenlet, a resolvens (=megoldo) egyenlet megoldasanak ismerete, melynek gyokei szoros kapcsolatban all-
nak a negyedfokd egyenlet keresett gyokeivel. Minthogy a harmadfokt egyenlet megoldasat a Cardano-féle formula
explicite megadja, ezzel a negyedfokt egyenlet meg van oldva. Ha a megoldandd negyedfoku egyenlet keresett gyo-
kei z1, 29, 23,24 akkor minden moédszerben az a kozos mag rejlik, hogy e gyokokbdl alkothatod valamely raciondlis
fliggvényre allitanak fel tulajdonképpen egyenletet. Ferrarinal az x1xs + x3x4 fliggvényre adodik egyenlet. Kénnyen
lathato, hogy ez a kifejezés az 1, 2, 3, 4 indexek minden cserélésével csak harom kiilonbozébe mehet at: z1x9 + 324,
T1T3 + ToTa, T1X4 + Tox3. Szokis egy ilyen fiiggvényt roviden harom értékiinek nevezni. DESKARTES (ejtsd Dékart,
az 4 rovid; 1596-1650, a nagy filozofus, az analitikai geometria megteremtGje) az x1 + xo-re ad hatodfoku egyenle-
tet, mely ha 2% egyiitthatoja 0, masod- és harmadfoka egyenletre vezet; Euler (1707-1783), a tizennyolcadik szazad
kimagasl6 jelentGségl nagy matematikusa (x1 + x2)2—re allit fel harmadfoku egyenletet. Beke az xq1xo szorzatra allit
fel harmadfoku revolvens egyenletet, mégpedig a mar emlitett Rados Gusztav ugyanazon determinéns tételei alapjan,
amelyeket a linearis differencialegyenletek elméletében is felhasznalt. Igy tehat ez a munkaja is a magyar determinéns
iskolahoz kapcsolodik, ennek termékeny voltanak igen szép bizonyitéka, épp ezért nem oly elemi, hogy részletesebben
ismertethetném.

Beke nevét szép eredményei mellett elsGsorban mégis szeretd, lelkes neveldmunkajaval tette 6rokké feledhetetlenné.
O maga irja nagyon talaléan nagy analizis tankonyvének el6szavaban: » Fogyatékossagai bizonnyal vannak e munkanak;
de azt tudom, hogy egyet minden elfogulatlan olvasé meg fog érezni benne, azt, hogy szeretettel irtam. A targy, a
tanitas iranti szeretettel, hallgat6im és a mathematikéval foglalkoz6 olvasdim iranti kotelességbdl.« A Bolyai Janos
Matematikai Téarsulat évente megjutalmazza azokat, akik kiemelked$ munkat végeznek a matematika népszerisitése
és terjesztése teriiletén. Aligha Orokithette volna meg méltobban a Tarsulat Beke Mand nevét, mint hogy ezt a dijat
réla nevezte el, s az 6 emlékére adja ki.

Figgelék: A deteminansokrol

A szoveg okoskodasat nem akartam a felhasznalt segédtételek bizonyitasaval megszakitani. Ezért itt elmondok a
determinénsokroél annyit, amennyi a szévegben foglalt bizonyitas megértéséhez sziikséges. Kiemeljiik, hogy az ebben a
» Fliggelék«-ben foglalt targyak, énmagukban érdekesek.

Madsodrendd determinansnak az alabbi kifejezést nevezziik és igy jeloljiik

Zi Zz = a1bs — azby,
ahol a1, ag, by, by tetszbleges szamok.
A harmadrendd determinanst igy jeloljik
ay az ag
by b2 b3
C1 C2 C3

itt a1, ag, as, b1, b2, b3, c1, c2, c3 a determinéns elemei, az ugyanazon vizszintes sorban levs elemek, pl. by, ba, b3 a
determinéns sorai, az ugyanazon fiiggéleges oszlopban all6 elemek, pl. a1, b1, ¢1 a determinans oszlopai. A harmadrendd
determinédnst ugy értelmezziik, hogy masodrendiiekre vezetjiik vissza

ai az a3
by by b3| = a1
C1 C2 C3

ba b3
Co C3

b1 bs
%ler e

b1 bo
et e

6 Obldth R. Fiatal matematikusokrol. Lapunk 4. kotet., 4-5. szam, 1952. majus—junius. 97-110. oldalakon, f6leg a 97. és 98. oldalakon.



= a1bocy — a1bzca — asbics + asbser + agbico — asbocy.

Ez »soronként« valo kifejtés, de a tényleges kiszamitas mutatja, hogy barmely »oszloponként« kifejtve ugyanazt az
értéket kapjuk, pl. a masodik oszlop szerint kifejtve

by b3
C1C3

ai as
C1 C3

ay a3
by b3

= —a2 —_ 02 =

= —agbics + asbzcr + bsaicz — baaszcy — caarbs + coasby.

A kifejtésnél minden elemet megszorzunk azzal a determinanssal, az un. » aldetermindnssal«, mely az adottbol meg-
marad, ha kihagyjuk azt a sort és azt az oszlopot, melyekben a kiemelt elem van; az elGjel pozitiv, ha ezen sor és oszlop
sorszdmainak Osszege paros, negativ, ha paratlan, pl. ¢ a harmadik sor méasodik oszlopaban &all 3 4+ 2 = 5 péaratlan,
tehat co-nek aldeterminénsaval valo szorzatat negativ elGjellel kell venni. Latjuk, hogy a kétféle kifejtéssel ugyanahhoz
az értékhez jutottunk, ez a harmadrendi determindns értéke.

A szbvegben szerepls determinans tehat

2125 1
29 2h 1| = 21(2h — 25) — 22(2) — 25) + 23(2] — 25).
23 25 1

Irjuk be ide 21, 2o, 23 értékét, mely a szoveg szerint xq + iy1, o + iy, T3 + iy3
1+ 1y1 zi 1
T2 iy 25 1| = (w1 +iy1) (25 — 23) — (w2 +iy2) (2] — 23) — (w3 +1iys) (2] — 25) =
x3 +iys z3 1

= @1(2y — 25) — wa(21 — 25) — w3(2] — 25) + iy (2 — 25) — ya(21 — 23) —ys(2) — 25) =

T 2) 1 y1 27 1
= |wg 25 1| +i|ys 25 1
x3 25 1 ys 25 1

A szoveg felhasznélja tovabba az analitikus geometridnak azt a tételét, hogy ha az A; pontkoordinatai zi, yi;
pontéi xa, yo; az Az pontéi xs, ys; akkor az A; As A3 haromszog kétszeres teriilete

Ilyll
2T = I2y21
z3 y3 1

Bizonyitsatok ezt be. Utba igazitasul el6rebocsatjuk, hogy a képlet adhat negativ eredményt is. Ez akkor és csak akkor
kovetkezik be, ha a cstcsok megadott sorrendje a haromszog éramutatd jarasaval megegyezs irdnya koriiljarasanak
felel meg. Altalaban célszert a koordinata-geometridban pozitiv vagy negativ eljelet tulajdonitani sokszogek teriile-
tének aszerint, hogy az éramutato6 jarasaval ellenkezd, vagy egyez6 koriiljarasi irdnynak megfelel6 sorrendben vannak-e
megbetiizve a cstcsai.

5. dbra

Konnyen belathatjatok, hogy ilyen elGjeles teriiletekkel szamolva, a haromszog barmilyen helyzete és megbettizése
mellett is (5. abra), fennall a
A Az 43 = 1A A5 X0 X0 T T2 43X X, T 8434, X, X5
egyenlGség, és ebbdl konnyen levezethetitek a fenti teriiletképletet. Ez mutatja az elGjeles teriilet bevezetésének célsze-
riségeét.



