Alabbiakban kozoljiik a kezddk (I. osztély) versenyén kitiizott feladatok megoldésait.
Az I fordulo feladatai

1. feladat. Egy hdromszog két csucsdt a kor keriletén rogzitjik, a harmadik csics végigfut a korén. Mi a hdrom-
szogbe irhaté kérok kézéppontjanak mértani helye?

I. megoldas: Legyen A és B a két rogzitett pont, I és Fy az AB harra mergleges atmérének végpontjai és C' a
harmadik csics, mely egyel6re mozogjon az AFy B koriven (1. abra).

1. dbra

A keriileti szogek tétele alapjan az AC B<t = «y szog allando. A beirt kor O kézéppontja a szogfelezGk metszéspontja,

igy az

a+p

AOBL = b6l az AOB< = 180° = == = 180° - 180° — v

o,
=90° + +
+ 5

vagyis az O pontbo6l az AB hur az alland6 90° + % sz0g alatt latszik. Tehat az O pontok mértani helyének egy része

az AB huarhoz tartozo, 90 + % szognek megfelel§ latokoriv. E 1latokoriv kozéppontja az AB hirra meréleges Fy Fy

egyenesnek az a pontja, amelyben az ugyanazon iven nyugvéd kdzépponti szog 2 (90 + %) = 180° + ~, vagyis amelybdl

az AB hur 360° — (180° ++) = 180° — ~ sz0g alatt latszik; ez a pont pedig az Fy pont, mert az AC BF; hirnégyszoghen
az AFy B< = 180° — +y, mint a v sz6ggel szembenfekvd szog.

Ugyanugy kimutathato, hogy ha a C pont a BF; A iven mozog, akkor az O pont leirja az Fy kdzéppontu BA ivet.
Tehat a feltételeket kielégité O pontok sziikségképpen az Fy és Fy kdzéppont, a kor belsejében fekvs, AB koriveken

fekszenek. Meg kell még mutatnunk, hogy — forditva — e koriveknek minden pontja eleget tesz a kdvetelményeknek.
Az AOB< =90° + % sz0g AO, ill. BO szarara tikrozziik az AB egyenest (1. abra). A tiikorképek az AB egyenessel,

annak az Fb-t tartalmazo oldalan 2 - OAB< és 2 - OBA< nagysagu szogeket zarnak be. E két szog Osszege
2(0AB<+ OBA<) =2 [180° - (90° + %)} —180° — 5

tompaszog, tehat ezek az egyenesek metszik egymast az AB hatarolta, F-t tartalmazo félsikban és v nagysagu szoget
zarnak be. Ezek szerint C' metszéspontjuk rajta van az AF,B koriven és O, mint két szogfelezd metszéspontja, az
ABCA beirt korének kozéppontja, tehat megvan a mértani helyet definial6 tulajdonsaga. -

Most méar kimondhatjuk, hogy a keresett mértani hely: az F és Fy kozépponti, a kor belsejében fekvs, AB korivek.

II. megoldas: Ha Cy = F», akkor az ACy BA-be irt kor kézéppontja legyen Oy (2. abra).




2. dbra

Az AF,;B koriv egy tetszOleges Co pontjdhoz tartozd6 ABCy/A beirt korének kozéppontja, vagyis szogfelezbinek
metszéspontja legyen Os. A valtozd C cstcspontbol kiindulo szogfelezd, a keriileti szogek tétele alapjan, mindenkor
dtmegy az F ponton

C1ACy<t = O1F1Cy<t = C1BCy« = w,

mint ugyanazon a koriven (@) nyugvo keriileti szogek.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha a haromszog f. szogfelezGje Iy koriil ¢ szoggel elfordul, akkor
1. az a és b oldal is ¢ szoggel fordul el és kovetkezésképpen
2. a mésik két szogfelezs 5 szoggel (az dbran kétszeres ivvel jelolve) fordul el.

Tehat
'

01AO0><1 = 01B0Oy< = 5

Mivel a keriileti szogek tétele megfordithatd, ez azt jelenti, hogy az O; és Oy pontok rajta vannak azon az AB
koriven, melynek az O1 04 ivhez tartozé kdzépponti szoge 2 - 5 = ©, és maga a kozéppont pedig rajta van az AB hurt
merdlegesen felezd Fy Fy egyenesen. Mivel — mint lattuk — éppen O1 F102< = ¢, azért az O pontokat tartalmazéd AB
koriv kozéppontja Fi. A fenti bizonyitas megforditasaval kimutathato, hogy a szobanforgo koriv minden pontja eleget

tesz feltételeinknek.
Ugyanigy végezhets a bizonyitas az AFy B korivre nézve.

IIL. megoldas: Fy AB< = F,CB< = % mint keriileti szgek (3. abra).

3. dbra

Az AOCA O-nal fekvé kiilsé szoge § egyenld a két bels6 szog Gsszegével, vagyis 0 =

o[ e

_|_

o2

, amibdl kovetkezik,
hogy az AOF; A\ egyenl6 szari, tehét
0 =FA.

Ugyanigy végezhets a sziikségesség e bizonyitasa az zﬁ'l\B koriven fekvé C' pontokhoz tartozé O pontokra nézve is.
E bizonyitasok megforditasbol kovetkezik, hogy a sziikséges feltétel elégséges is, és ezzel bebizonyitottuk, hogy az O
pontok mértani helye az Fy, és Fy kozéppontu, A (és B) ponton atmend koroknek, az adott kor belsejébe esd ivei.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogyha négy egymdsutdn kovetkezd természetes szam szorzatdhoz 1-et adunk, négyzet-
szdmot kapunk.

I. megoldas: Legyenek a szamok: a, a+ 1, a+ 2, a+ 3, ahol a > 1.
Feladatunk tehat az
ala+1)(a+2)(a+3)+1

kifejezést polinommaé alakitani és arrol kimutatni, hogy ez egy masik polinom négyzete.
(a® +a)(a® + 5a 4+ 6) + 1 = a* + 64> + 11a® + 6a + 1.

Ez a polinom csak olyan haromtagu polinom négyzeteként keletkezhetett, amelynek elsé tagja o és harmadik tagja
1. A kozépss tagjat, x-et, meg kell hatarozni.

(a2—|—x+1)2:a4+2a2x+12+2a2+2x+1.

A nyert kifejezést dsszehasonlitva polinomunkkal nyerjiik, hogy = 3a esetén a két polinom tagrol-tagra megegye-
zik, tehat
2

ala+1)(a+2)(a+3)+1=(a®+3a+1)



I1. megoldas: Ugyesebb a szorzatot gy csoportositani, hogy az elsé és utolsd, tovabba a két kozépss tényezst
szorozzuk Ossze:

ala+1)(a+2)(a+3)+1=(a*+3a)(a®*+3a+2)+1=
= (a® —|—3a)2 +2(a* 4+ 3a) + 1 = (a® +3a + 1)%

3. feladat. Adva van egy hdromszdg két oldaldnak dsszege és a két oldal bezdrta szog. Szerkessziik meg a hdromsziget
gy, hogy a harmadik oldal a lehetd legkisebb legyen.

I. megoldas: Legyen adva a d = a + b tavolsag és a ~ szog. Képzeljiik a feladatot megoldottnak (1. abra).
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1. dbra

Ha az a = BC oldalt C-n tal b-vel meghosszabbitjuk: CD = b és igy BD =a+ b =d.
Az ADC egyenl6szart haromszognek a C' cstucsnél fekvo kiilsé szoge v, és igy az ADB< = 7

A szerkesztés kiindulasa tehat: Az adott d = BD tavolsag D végpontjaban felmérjiik az adott v szog felét. Az igy
nyert szaron lesz rajta az A pont. A ¢ = AB oldal pedig akkor lesz minimélis, ha BA 1 AD. A szerkesztés kovetkezs

lépése tehat: a B-bdl a % sz0g megszerkesztett szarara bocsatott merdleges metszi ki az utébbibdl a keresett A

csucspontot. A szerkesztés befejezs része: az AD szakaszt merdlegesen felezd egyenes, amely fentiek szerint parhuzamos
AB-vel, metszi ki BD-b6l a C' csicspontot, amely e szerint felezGpontja a BD-nek, vagyis a = b.

II. megoldas: Az el6bbiek alapjan a legegyszeriibb szerkesztés a kovetkezd: a C' csticspontt «y szog szaraira

d
ramérjik a 5= CA = CB tavolsagot (2. abra).

o - — &

A 1L forduls feladatai
1. feladat. Legyen

(1) a+b+c=0,

(2) A+B+C=0,
a b c

(3) Z+§+6 0

Mennyi az

aA? + bB? + ¢C?

kifejezés értéke?



I. megoldas: Jeloljiik a keresett kifejezés értékét X-szel. Mivel (2) alapjan A = —(B+ C), B = —(A+ C) és
C =—(A+ B), azért

X =aA®+bB*+cC? = —[aA(B+C) +bB(A+C) +cC(A+ B)] =
= —aAB — aAC —bBA—-bBC —cCA - cCB =
= —AB(a+b)— BC(b+c¢) — CA(c+ a).

De (1)-b6l a + b= —c, b+ c= —a, c+a = —b, és igy a keresett

a b c
X—ABc—l—aBC—l—AbC—ABC(Z—i-E—i—a).

A zaréjelben 1évé kifejezés értéke (3) alapjan 0, tehat
X =0.
IT. megoldas: Kiindulhatunk az (1)-b6l, amely szerint a = —(b+¢), b= —(a + ¢) és ¢ = —(a + b). Tehat

X =aA?+bB? —cC? = —(b+c)A? — (a+¢)B? — (a + b)C? =
= —a(B* +C?) —b(A* + C?) — c(A? + B?) =
= —a(B+C)> —b(A+ C)* — ¢(A+ B)® + 2aBC + 2bAC + 2cAB.

De (3)-bol ABC-vel szorozva (A, B és C nem lehet 0),

aBC 4+ bAC + cAB = 0,

(2)-bol
(B+C)’ =A% (A+C)’=B% (A+B)?*=cC?
és igy
X = —aA? —bB? — cC? = - X,
amibdl

X =0.

ITI. megoldas: (A+ B + C)(aA + bB + ¢C) = 0, mert az els6 tényezd (2) alapjan 0. A baloldalt atalakitva és az
(1) alatti egyenletet figyelembe véve

aA? +bB% + cC?* + AB(a+b) + BO(b+¢) + CA(c+a) =
=X —ABc— BCa— CAb=0.

(3) alapjan a baloldal utols6 harom tagjanak 6sszege 0 (lasd IL. megoldast) és igy
X =0.

2. feladat. Szerkessziink hirnégysziget az oldalaibol, ha két szomszédos oldala egyenld.

I. megoldas: Adva van az ABCD hurnégyszognek AB = AD = a, BC = b és CD = c oldala. Képzeljik a
feladatot megoldottnak (1. abra).




Az A korill AB = AD = a sugarral rajzolt kor kimetszi a BC' oldalbdl, vagy annak meghosszabbitasabol az F
pontot, az AB oldal meghosszabbitédsabol az F' pontot. Ismeretes, hogy a hurnégyszognek barmely szoge egyenls a
szemkozti sz6g mellékszogével. Eszerint tehdt a C-nél fekvs egy ives szog egyenls az A-nél fekvs egy ives szoggel
és az FBED hurnégyszogben az F-nél fekvs két ives szog egyenld a E-nél fekvé két ives szoggel. Ebb6l kovetkezik,
hogy a DAF és DCE héaromszogek 2-2 szoge egyenls, vagyis e két haromszog hasonlé. De AD = AF = a, és igy
CD = CE = ¢, vagyis BE = b — c. Thales tétele értelmében BEF< = 90°.

Az FB = 2a atfogobol és BE = b — ¢ befogobol a BEF derékszogl haromszog (az 1. dbran srafozva) egysze-
riien megszerkeszthetd, feltéve, hogy 2a > b — ¢. A BEF derékszogii haromszog birtokiban az A, C és D pontok
megszerkesztése mar nem okoz nehézséget.

II. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. A jeldléseket megtartva, forgassuk az ADCA-et A pont koriil
gy, hogy a D pont D’ elforgatdsa B-be keriiljon (2. abra).

2. dabra

Mivel hurnégyszogiink egy ives D<-e egyenls a szemkozti B< egy ivvel jelzett mellékszogével, azért a C' pont
elforgatasa, ¢’ a CB oldal meghosszabbitasara keriil. Mivel AC = AC’, azért az A pont egyrészt rajta van a CC’
tavolsdgot merdlegesen felezd egyenesen, masrészt pedig a B kozéppontd a sugara korén. A szerkesztést a 3. dbra
mutatja.

3. dbra

h—
Megoldas van, ha a > TC, vagyis 2a > b — c.

ITI. megoldas: Képzeljiikk a feladatot megoldva és hasznaljuk az eddigi jeloléseket. Nem megy az &ltalanossag
rovasara, ha feltessziik, hogy b > ¢ (4. abra).



4. dbra

AB = AD, tehat a folottiik levs C-t nem tartalmazo korivek is egyenlék. Igy a keriileti szogek tétele alapjan a
CA 4t16 felezi a C-nél fekvs ~ szoget, tehat a D pontnak az AC 4tlora vonatkozo tiikdrképe D’ raesik a b oldalra
és BD' = b — c. (D' tehéat azonos az I. megoldasban szerepelt E ponttal). Az ABD’ egyenlGszart haromszog (a 4.
abran srafozva) az a és b — ¢ szakaszokbol konnyen megszerkeszthets. (E haromszognek a keresett hurnégyszogge vald
kiegészitése mar trivialis.)

Lényegében ugyanennek a haromszoégnek megszerkesztésére vezet, ha D-nek megszerkesztjiik az AC atlot merdéle-
gesen felezs egyenesre vonatkozo D" tiikorképét (4. dbra). Mivel a CAD" < a tiikrozés folytan %, azért a valtoszogek

torvénye alapjan AD” || BC, vagyis BC D" A egyenl6szart trapéz, amely az adatokbol (a szar, b || c) szerkeszthets. A
szerkeszthet&ség feltétele, hogy 2a > b — c.

3. feladat. Hdarom természetes szamrol a kévetkezdket tudjuk:

a) mind a hdrom szdm kilonbézd;

b) dsszegiik 406;

c) legnagyobb kozds osztdjuk 2-nél nagyobb torzsszdam (jeloljik p-vel)

d) ha az egyes szdamokat elosztjuk p-vel ismét 3 torzsszamot kapunk (legyenek ezek p1, p2, ps3)-
Melyek ezek a szamok? Megjegyezziik, hogy 1 nem térzsszdm.

Megoldas: A feladat szerint
pp1 +pp2 +pp3 = I(p1 +p2 +p3) =406 =2-7-29,

ahol
p>2,és1<p; <p2<ps.

Tehat p =7, vagy p = 29.
Ha p =7, akkor p1 + p2 + p3 = 2- 29 = 58.
3 tOrzsszam Osszege csak gy lehet paros, ha egyikiik (nyilvan a legkisebbik) koziiliik 2.
Tehat p; = 2, és igy
p2 + p3 = 56.

Ezt az egyenlGséget csak a kovetkez6 harom torzsszampéar egyenliti ki:
3+53, 13443 és 19+ 37.

Ha p = 29, akkor p; + p2 + p3 = 2 - 7 = 14. Mivel sziikségképpen most is p; = 2, azért

b2 + b3 = 127
mely esetben csak az 5 + 7 torzsszampér felel meg.
Tehat Osszesen 4 megoldas van:
14, 21, 371;
14, 91, 301;
14, 133, 259;
58, 145, 203.

A haladok versenyén kitlzott feladatok megoldaséat a jové szamunkban kozoljik.



